Générateurs de scénarios
économigues en assurance

WINTER

Points d’attention

Frédéric PLANCHET
fplanchet@winter-associes.fr
Aymric KAMEGA
akamega@winter-associes.fr

Générateurs de scénarios économiques




INTER
[—\ Préambule W
)

Les générateurs de scénarios economiques (GSE) sont devenus un composant
indispensable de la « boite a outil » a mobiliser pour répondre aux exigences de
Solvabilité 2.

Dans leur version « risque neutre » ils sont indispensables au calcul des best
estimates en assurance-vie.

On peut eégalement avoir besoin de modeles de valorisation élaborés pour justifier
de la variation de valeur d’actifs complexes (obligations convertibles) consécutive
a un choc (formule standard).

La projection de I'environnement économique est également necessaire pour
'’ORSA, dans une logique qui prolonge les DFA non-vie développées il y a
maintenant une dizaine d’années (cf. Ahlgrim et al. [2005]).

Enfin, une articulation étroite entre ces deux approches est nécessaire en
assurance-vie.

Générateurs de scénarios économiques




Préambule
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Qu’est-ce qu’'un genérateur de scenarios economique (GSE) ?
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Un GSE est un outil qui permet de projeter des facteurs de risque économiques et
financiers.

Il faut noter que le lien entre les facteurs de risque et les prix d’actifs peut étre plus
ou moins direct :

- pour les actions et I'immobilier, le facteur modélisé est directement le prix
de l'actif ;

- pour les obligations, on modélise en général un nombre limité de facteurs
explicatifs, typiquement le taux court.

La maniere de projeter les facteurs de risque dépend de l'usage qui va €étre fait du
GSE et conduira a définir les notions de probabilité historique et probabilité risque
neutre.
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Cette présentation se propose d’aborder quelques points potentiellement délicats
dans la mise en ceuvre d'un GSE et tentera de montrer qu’il est préferable de
privilégier des approches simples et bien maitrisées a des modeles complexes.

Apres un rappel du cadre géneral de travail, on abordera quelques points
nécessitant un peu d’attention sur les sujets suivants :

- estimation et calibrage ;
- mise en ceuvre ;
- validation.

Pour les illustrations on supposera pour fixer les idées que les actions sont
modélisées par B&S, les taux par H&W (cf. Hull et White [1990]) et le spread par
LMN (cf. Longstaff et al. [2005]).
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1. Le cadre géneral
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En assurance-vie, le calcul des flux, puis du best estimate qui s’en déduit, est
effectué dans le cadre suivant (cf. Planchet et al. [2011]) :

A=y —1 BEL =E”"®% (A)
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Dans ce cadre le générateur est utilisé pour calculer des prix d’actifs en AOA.
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1. Le cadre géneral

Le calcul du SCR s’appuie sur la projection du bilan a un an (cf. Guibert et al.
[2010]) =0 =1

£,
actit™ | mvm,
BEL,'"
E,
Scénario )
central Actif, MV, <—;-,
BEL,
£,
actif® [ mum,™
BEL,™

La projection des facteurs de risque sur un an est effectuée en probabilité
historique et le SCR est solution de :

P(E, <0|E, =) <0,5%

souvent approché en pratique par
SCR~E,-VaR, (5 (1) X El) ~E,—P (O,l) xVaR, &, (El)
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Les facteurs de risque typiquement intégrés sont les suivants :
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- prix des actions ;

- taux court ;

- processus de défaut des contreparties obligataires ;
- processus de liquidité ;

- prix des actifs immobiliers ;

- inflation.

D’autres facteurs économiques peuvent étre pris en compte, par exemple le
chOmage.

Les choix de modélisation sont adaptés a l'objectif poursuivi : calcul de prix ou
analyse de la distribution du facteur.
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Dans le cadre d'une modélisation globale dont I'ambition est de fournir des
distributions de prix, on est donc formellement conduit a utiliser une approche a
deux niveaux :
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- la construction d’'une fonctionnelle g fournissant le vecteur des prix en

fonction des variables d’état Y a la date du calcul, 7, =0 (Yo) Y
t

- la construction d’'une dynamique pour les facteurs de risque,

On peut alors determiner des prix a n’importe quelle date via :

La construction de la fonctionnelle g s’appuie sur les hypotheses classiques de la
finance de marché et notamment '’AOA qui conduit a construire des probabilités
« risque neutre » qui rendent les processus de prix actualisés martingales.

La construction de la dynamique de Y est un probleme d’économétrie.
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Par exemple dans le cadre d’'un modele de taux mono factoriel de type Vasicek, on
a les modeles suivants pour le facteur :
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Projections Calculs de prix
dY, =dr,=a(b—r,)dt+odw, dr. =a(b, —r,)dt+ odW?
| K
(o)
=

et la fonctionnelle d’évaluation est :

9(r)=P(r.T 1) :eXp[l_e—(Vw -)=(T-1t)r, _%(1_e—a(m))2]

2
(o)

r=b ——
aveC o0 A 2a2 .
On observe ici que le lien entre les 2 représentations s’effectue via le parametre A.

NB : le parametre o est théoriquement invariant.
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1. Le cadre géneral
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De maniere génerale, le prix de marché du risque fournit le lien entre les
représentations risque neutre et historiqgue de la dynamique des facteurs de
risque. Il apparait naturellement dans les modeles a base de processus de
diffusion.
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On considere un mouvement brownien B sous P et un processus adaptée A
vérifiant la condition de Novikov :

1¢ .,
E {exp(zgﬂ (u)duﬂ < o0
On définit alors un processus W et une mesure Q en posant :

W, =B, +!/1(u)du 3—3 = exp(—jz(u)dsu —%Iﬂz(u)duj

Le théoreme de Girsanov permet d’affirmer que W est un Q mouvement
brownien.
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Mais... le prix de marché du risque est tres erratique (cf. Ahmad et Willmot
[2006])) : 25

20
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Ce qui conduit potentiellement a complexifier
les modeles (cf. Caja et Planchet [2010]).
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L'estimation des parametres d’'un GSE peut étre effectuée de deux manieres :
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- estimation directe sur des données historiques de la grandeur modélisée
(ex. : cours d’'un sous-jacent) ;

- estimation a partir de la grandeur d’intérét (ex. : prix des options) ;

selon que 'on travaille en probabilité historique ou risque neutre

Si l'estimation est effectuée sur des données historiques, le choix de la
profondeur de I'historique est délicat.

Si I'estimation est effectuée sur des prix, le choix de la série de prix a retenir est
deélicat.

Enfin, 'estimation de la structure de dépendance pose des problemes spécifiques
en probabilité risque neutre.
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Estimation de la structure de dépendance
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Le taux court etant variable, le prix des options dans le modele de B&S associée
s’en trouve affecte.

En théorie, il convient d’adapter les formules d’évaluation des options pour le
calcul de la volatilité implicite (ou le provisionnement de garanties plancher) pour
en tenir compte :

C(0,T)=SxN(d,)-KxP(0,T)xN(d,)

In > + L
[KXP(O,T)) 2
avec U, = N et 7=

(an, (u,T)+2po.0p (u,T)+a§)du

O ey —

Cela permet en théorie de calibrer un coefficient de corrélation de maniere
homogene a une volatilité implicite. Ceci n’est toutefois que rarement fait.
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Cumul des erreurs d’estimation

On considere I'exemple du modele LMN pour le risque de spread ; ce modele
integre une composante de défaut (modele a intensité) et une composante de
liquidité (bruit blanc gaussien) :

dA(t)=a(b—A(t))dt+o, 2 ()W, (t) dy (t) = ndW, (t)

On dispose de formules fermées pour les obligations et les CDS :

CB(0,T)=cx ] A(t)C(t)P(0,t)e®®7'dt + A(T)C(T)P(0,T )e™®) 7

+(l—a))><

O ey —

C()P(0.t)(G(t)+4H (t))e™™dt _T[exp(B(t)/lo) D(1)(G(t)+H (t) 4, )dt

A(t)exp(B(t)4,)D(t)dt

O ) -
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Cumul des erreurs d’estimation
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La principale difficulté associée a ce modele est I'estimation des parametres :

- une fois fixé le taux de recouvrement (1-LGD), il reste 6 parametres a
calibrer (3+1 pour le défaut et 1+1 pour la liquidité) ; ces parametres s’ajoutent a
ceux du modele pour la courbe P(0,T) sous-jacente ;

- 'estimation s’effectue en plusieurs étapes complexes, a partir de prix de
ZC sans risque, de ZC corporate et de CDS.

La cohérence de ces données n’est pas simple a établir.

On « empile » donc des programmes d’optimisation non linéaire avec les résultats
du programme N-1 qui alimentent le programme N : le processus est en pratique
tres instable.
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Mise en ceuvre par simulation

La discrétisation induit des biais et, d’autre part, le nombre de simulations pour
obtenir un niveau de precision fixé est croissant en fonction de la maturité du ZC ;
en fixant par exemple ce nombre a 10 000 on trouve :
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Remarque sur la discrétisation

Le discrétisation peut étre deélicate car un processus n‘admet en général pas de
discretisation exacte. On peut utiliser un schéma de Milstein :

. : . . (X, t) o Xt
Xt+5=Xt+,u(Xt,t)5+0'(Xt,t)\/§g+G( ‘ )20( ‘ )5(52—1)
gui donne par exemple avec un processus de Bessel (CIR) :

zw:j;+a(b_;:t)5+%/ztxag+%55(gz_1)

La qualité de la discrétisation est un point essentiel dans la mise en ceuvre du
modele (cf. les graphiques précédents).
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3. Mise en ceuvre
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Le schéma de calcul d’'un best estimate présenté en introduction requiert a priori
la simulation d'un nombre élevé de trajectoires pour voir converger les
estimateurs empiriques vers leurs valeurs théoriques.
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A Flux, ,, —Cotisation, . + Frais

t,n,a t,n,a

n=1 t=1 a=1 (1+ Rn (O’t))t

—Chargement,

On considere un contrat UC avec un sous-jacent modeélisé par un processus log-
normal et des taux modélisés par un modele de Vasicek, de sorte que :

S(t)=S5, epr(r(u) _%2de - aB(t)j dr(t)=k(6—r(t))dt+o,dB,(t)

0

Le contrat est de durée 10 ans, entierement racheté au terme. Dans l'intervalle, le
taux de rachat structurel est de 2 % et des rachats conjoncturels a hauteur de 5 %
viennent s’ajouter lorsque la valeur de la part est inférieure a la valeur initiale.
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3. Mise en ccuvre

Ecart de convergence en fonction du nombre de simulations

1.4

La convergence du best
estimate empiriqgue vers sa
valeur théorigue est lente et,
apres 1000 tirages, un écart
d’environ 1,5 % subsiste.

1.2

Pour diviser cet écart par 10
Il faut multiplier le nombre de @
tirages par 100.

cart
1

1.0

Dés lors il peut éEtre utile
(indispensable) d'optimiser o
ce schéma. On présente ci-
apres tres succinctement la = _
méthode proposée dans °
Nteukam et Planchet [2010].

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

Nombre de simulations
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Pour des raisons d'optimisation des temps de calculs, on peut remplacer le
faisceau de trajectoires du processus d’actif par un ensemble simplifié construit
de la maniere suivante :

- on fixe une partition de [0,+o] | {[Sj_l,s,-[,lﬁ )< IO}

- ONn pose § ( t)‘S(t €|:SJ -1 JD

- on definit un nouveau processus &(t) en sélectionnant I'une des p
trajectoires & (t).

En d’autres termes on effectue des regroupements de trajectoires en fonction de
la repartition de la valeur du processus d’origine a chaque date.
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On trO UVG typlquement Initial process discretized process (p=10)
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Le calcul du BEL peut ainsi étre effectué de maniere plus efficace.
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Le processus de validation d’'un GSE differe suivant que I'on se place sous les
probabilités historique ou risque-neutre.

I se decompose en une validation du calibrage et une validation de
I'implémentation.

Validation du calibrage

Dans le premier cas, la validation est une combinaison d’éléments de nature
statistiqgue et de controles ex-post. On sollicite également des avis d’experts,
notamment pour les corrélations entre les prix des actifs.

La validation sous la probabilité risque neutre consiste a vérifier que les prix sont
correctement représentes.
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Validation de Iimplémentation
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Il s’agit de vérifier ici que les trajectoires issues du générateur respectent les
propriétés theoriques du modele sous-jacent.

Dans le cas d’'un générateur risque-neutre, on lui adjoint un contrdle appelé « test
martingale » qui consiste a vérifier que les processus de prix actualisés issus du
modele sont bien des martingales.

Il s’agit en pratique d’identifier des moments calculables des distributions des prix
et de vérifier que les moments empiriques correspondants convergent bien vers
leurs valeurs théoriques.

Cela est illustré ci-apres dans un cas simple.
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Le modele est utilisé pour faire des simulations et on dispose donc de trajectoires
de r et S issues du généerateur, soit en pratique d'observations

[_\ WINTER

ou j désigne le numéro de la trajectoire et i I'instant de la discrétisation
O=t <t <...<t =T

dont on suppose gue le pas est fixe, d :TE :
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4.1. Test sur le rendement des actions

On peut alors utiliser les propriétes statistiques des estimateurs suivants

i (t )XS (t) o’
p(t)= Z'n = E(p(t))=-t
p(t):In£5(t)xs(t)):_%2t+0'8(t) ( . ] 2
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4.2. Test sur le modele de taux

On se sert d'abord de la convergence des estimateurs empiriques des prix de ZC
vers les prix théoriques :

Puis on peut utiliser certaines propriétes particulieres de la distribution du facteur
de risque pour construire des controles. Il faut disposer d’expression explicites
pour des moments. Par exemple pour un modele CIR, la distribution du taux court
n’est pas simple (Khi-2 décentré, cf. Revuz et Yor [1999]) mais on sait que

P.(0,T)= —iexp(—zpl r(t)(t —til)}njo P(0,T)= EIZexp[

O ey —

2

(rO)=0-(r)e ™ V(r(0)= e e e Gae )
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4.3. Proprieté de conservation

Un modele ALM risque neutre vérifie une propriété d'absence de création ou
destruction de valeur, au sens ou l'espérance de la somme des valeurs
actualisées des flux servis au cours de la projection doit étre égale au montant du
capital investi initialement.

Le capital global initial est investi sur des actifs de marché, ce qui revient a
supposer gu'il est investi dans une unité de compte S qui est telle que M = 6S est
une martingale. Au fil de la projection, des flux a destination de l'assuré et de
I'actionnaire sont servis. On peut en toute généralité supposer que la somme des
flux servis a la date t est une fraction q(t) de la valeur de l'unité de compte, le
processus q étant adapteé.

Afin de s'assurer que le sous-jacent est entierement distribué au cours de la
projection, on doit imposer

:
th =1
t=1
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4.3. Proprieté de conservation

La valeur initiale des flux servis est alors

V= Tf‘EQ(qt x5 (t)xS(t))+E® [(1—Tiqt]x5(T)xs(T)j

mais on a
E® (g, x[5(t)S(t)-
=E°(q,x[s(t)S(1)-E2(8(T)S(T))])=0

o
~~
—
~
wm
~~
_I
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N —
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~
L1
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N —

or E°(6(T)S(T))=5(0), doncV=5(0). Cela fournit un moyen simple de vérifier la
convergence d’un modele ALM risque neutre en comparant I'estimateur empirique
de la somme des flux actualisés avec le capital initial.
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Synthese
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Une mise en ceuvre efficace des GSE requis pour répondre aux exigences de
Solvabilité 2 nécessite de porter un minimum d’attention a des points pratiques :
discréetisation, utilisation de la simulation, estimation des parametres.
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Les contraintes opérationnelles associées incitent a privilégier des modeles
simples correctement mis en ceuvre a des constructions plus élaborées dans
lesquelles les différents biais introduits ne sont pas maitrisés.
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