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Solvency 2 impose aux assureurs une analyse des risques
accumulés sur plusieurs produits d’assurances.

@ le risque est quantifié par la valeur a risque au niveau «:
VaR,, := inf {Z eR:Fp(z) > a};

@ F, est la fonction de répartition des pertes annuelles;

@ la VaR est difficile a calculer car la fonction de répartition
des pertes Fp est difficile a estimer;

@ un des problemes vient du fait qu'on a souvent a faire a
des risques composés qui viennent de différents produits;

@ dans ce cas il est nécessaire d’avoir des outils empriques
qui permettent d’estimer les risques accumuleés.
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@ X la perte annuelle due au contrat de type A;
@ Y la perte annuelle due au contrat de type B;
@ X + Y pertes annuelles accumulées;
@ ~ > 0 capital en réserve pour couvrir les pertes annuelles;
@ X + Y > v situation de ruine.
Modélisation de la probabilité de ruine:
@ (X, Y) un couple de variables aléatoires avec loi jointe ;
@ la probabilité de ne pas étre confronté a la ruine est:

P(X+Y<y)= // 1oy (X + y)pu(ax, ).

Probléme: La loi jointe n’est pas connue en général!
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Supposons que p(dx, dy) = p(x, y)dxdy, alors la loi jointe u est
paramétrisé par
@ les fonctions de répartitions Fx et Fy de X et Y;
@ ona Fx(X) ~U[0,1] et Fy(Y) ~U[0,1];
@ la fonction de répartition bivariée C(x yy du couple de
variables aléatoires (Fx(X), Fy(Y));i.e.:

C(X7y)(Z1,ZQ) = IP(F)((X) < Z1,Fy(Y) < 22).

Définition

On appelle copule toute fonction de répartition bivariee d’un
couple de variables aléatoires (Uy, U») avec L(U;) = U[0, 1]
pouri=1,2.
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Théoreme (Sklar)

Pour tout couple de variables aléatoires (X, Y) il existe une
copule C(z;, z2) de sorte que

IP(X <z,Y< 22> = C(Fx(z1), Fy(2»)).

La copule est unique si la loi jointe de (X, Y) a une densité.

Souvent la copule associée au couple (X, Y) et la fonction de

répartition bivariée du couple (Fx(X), Fy(Y)). La probabilité de

ne pas étre ruiné en termes de la copule est alors:
PX+Y<9) = P(Fy' (FX(X)) +Fy (Fy(Y)) <)

- //1 (oo (Fx ' (%) + Fy () C(dx, dy)
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Les différentes composantes d’un modéle multivarié sont
souvent connues avec une fiabilité de différente qualité:
Les lois marginales sont plutét bien connues:

@ longue période de données enregistrées;

@ bonne résolution statistique du probléme unidimensionnel;

@ multitude de méthodes statistiques pour justifier le choix
du modele paramétrique et ajuster les parameétres;

@ résultats théoriques pour justifier le choix des modéles.

La copule est plutdét mal connue
@ peu de données;
@ probléme de haute dimensionnalité;
@ peu de méthodes statistiques;
@ peu de résultats théoriques.
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@ le choix de la copule est souvent moins bien justifié que le
choix des lois marginales;

@ une analyse du pire des cas peut donner des informations
complémentaires sur les risques;

@ siles lois marginales P et Q de X resp. Y sont connues le
pire des cas pour la probabilité de non-ruine est:

W(P.Q.7)i= _inf [ [ 1oyl o)

e M(P,Q) = {u € M(R?); popry' =P, popr,' = O};
@ M(R?) mesures de Borel sur R?;
@ pr;: R? — R;(zq,20) — z; projections cartésiennes.
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@ évaluer W(P, Q,~) est un probléme posé par Kolmogorov;

Théoréme ( Makarov (1981), Frank, Nelson, Schweizer (1987))

W(P,Q.7) = sup (Fx(y) + Fr(y —y) = 1) V0;
yeR

@ la démonstration peut étre basée sur un théoreme de
dualité

W(P,Q,7) (fQS)g]gm ( / f(x)P(dx) + / g(y)O(dy)):

o F(3) = {(f,g) € CRE); 1(x) +g(y) < 1 se)(x:1)};
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Comment utiliser le nuage de données bivariées (x;, y;)i=1,. N7

@ le choix d’une famille paramétrique de copules est dans
beaucoup de situations difficile a justifier;
@ |‘estimation de moments mixtes (covariance etc.) donne de
I'information fiable sur les lois bivariées;
@ un grand échantillion de données bivariées permet
d’estimer des moments mixtes de grand ordre;
@ si tous les moments mixtes sont connus, alors la loi
bivariée peut étre reconstituée
Il est donc envisageable d’utiliser une estimation des moments
mixtes pour réduire 'ensemble des lois bivariées dans I'analyse
du pire des cas.
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@ on peut par exemple estimer le premier moment mixte:
N 1
m = xyu(dx, d ar myq = — XiVi:
11(1) // yu(dx,dy) p 11 nzj: Vi
@ le pire des cas avec covariance prescrite est alors

W(P, Q, My1,7) = inf //1OO X+ dx, d
( 11,7) et o (oo (X + ¥)u(dx, dy)

@ avec
M(P, Q. ) = { i€ M(P,Q); / / xydj = iy}

@ on peut aussi rajouter d’autres moments mixtes.
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Théoréme (Franke, Stolz)
On a pour tous les m € R qui satisfont

inf //xd <k< su //xd
pEM(P,Q) o pGMIF-')’Q Yau

la dualité suivante

W(P,Q,k,7) = sup (/fdP+/gdo+ak)
(f.g.0)€U(7)

avec

U() = {(£,9,0) : ) + g(y) + axy V(o)X + ) }-
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Comment faire le choix sur les moments a utilser:

@ déterminer les moments qui peuvent étre estimés de fagon
robuste

1 1
(k,))e K < sup Nijkyj’—ﬁijky/ <e

=1 i#

e utiliser l'estimateur de moment My := & Z/-’L x{y! pour
réduire 'ensemble des lois

M(P,Q.K) = {MEM (P.Q) [ [ xvu dx,dy)zmk,};
@ le pire des cas basé sur les moments mixtes est alors

WN(P,Q,]C,’Y): uEMIr:‘]:;fQIC //1( 00,7) X+.y) (dX d.y)
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Une autre fagon de faire le choix des moments: :
@ utiliser les intervalles de confiance pour p fixe

B () = inf{ﬁ > 0:u®”(]fnk/ = my(p)] < B) >1— 5}

avec fing == ; Z/-’L xj"yj’ et my(p) == [[ xXy'du ;
@ déterminer les intervalles de confiance pire des cas
A(9) . ; A0) (Y.
= inf ;
By LeAtP Q) By (1)

@ le pire des cas basé sur les intervalles de confiances est

Wn(P,Q.6,~):=  inf 1,_ dx, dy):
(P, Q,6,7) ueA/:PP,Q,B)/ (—oory) (X + ¥)u(dx, dy)

© M(P,Q,0) = {1 € M(P,Q); [mu(p) — | < A"}
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On peut obtenir une expression asymptotique pour B,(j)

2
@ soit o(p)? := [[(x¥y')2du — (fx"y’du) ;
@ le theoreme limite central implique pour N — oo

1-6 = M®N<’mkl_ mk/(H)’ < ﬁN)

— ®N VN |, _ mﬁN

-0 (W/(M)‘mk/ mk/(ﬂ)‘ = ok(p)
VNBy _
2¢<0k/(u)) -

@ donc asymptotiquement

By = (1) ¢

1
N (1-4/2)
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@ Cauchy-Schwarz implique

o(11) / 2dP /

@ donc on a quand N est grand:

A _ 1)
B < o1 - 5),

@ I'ensemble des lois bivariées admissibles est alors

Mo(P, Q,8) = {u € M(P, Q); |mig(ps) — fg| < }

@ et le pire des cas peut étre borné par

WR(P,Q,6,7) := dx, dy);
§P.Q.s )= _int [ [yt yu(ax.dy)
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Théoréme (Consistance de I'estimation du pire des cas)

Soit (Xj, Y))ien une suite de variables aléatoires bivariées
indépendantes et de méme loi jointe 1., avec densité po.
Alors on a quand N — ~o

Wh(P. Q,6:2) 2% [ [1( s+ ol o).

Démonstration:
@ La loi du grand nombre implique pour n — oco:

N
Mg = Z —>//X ¥ u(dx, dy) = mig(p);
o de plus 3 — 0 quand N — oo;
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@ soit uy € M(P, Q, ) la mesure bivariée qui minimise

W(P.Q.67) = _inf [+ e, dyy

@ donc uy satisfait \mk,(/w) - rAnk,\ < B,(j) -0
e ceci implique |my(un) — Mi(po)| == 0;

@ la suite (un)nen est tendue et il existe donc une sous-suite
qui converge en lois vers une mesure fis;

@ on a my(uo) = My (pso) pour tout couple (k, /);
@ ici les moments déterminent la mesure;i.e.: po = fioo;
@ doncona

W(P. Q.5,7) — / / 1oy (X + Yol dlx, dy);
]
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@ Le choix d’'une famille de copules (Cy(X, ¥))gco NOUS
expose au risque de sous-estimer la probabilité d’étre
ruiné;

@ ce risque peut étre détecté en comparant les pires des cas;

W(P.Q.C.") = sup / / 1oy (x-+¥) ol Fx(0x), Fy(cy))

W(P,Q,/C,’}/)Z sup //1( 00,7) X+.y) (dX d.y)
HEM(P,Q,K)

@ si W(P, Q, C,~) est beaucoup plus petit que W(P, Q,K,~)
alors il existe un risque non-negligeable de sous-estimer la
probabilité de la ruine;
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@ Souvent les moments d’ordre suppérieur n’existent pas;
@ dans ce cas on peut transformer le nuage avec les marges:

()?,',}N/,') = (Fx(X,'), Fy(y,')); i = 1,..., N:

@ les marges suivent des lois uniformes et tous les moments
purs et mixtes existent;

@ le pire des cas devient alors

— inf //1( e (Fx (%) + Fy () C(ax, dy);

CeC(s

@ avec

C(s) = {Ccopule; / / x5y C(ax, dy) = g ¥(k, 1) € /6(5)}.
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Programme et questions ouvertes:
@ la fonction de répartition pire des cas pour X + Y est

W(P, f dx, d
o WP.Q) = int [ (e ynto o)

@ peut on dire quelque chose sur les variations de la fonction
v — W(P, Q,~) pour obtenir de 'information sur les pires
extrémes du couple X + Y?

@ peut on calculer une probabilité du ruine pire des cas a
partir de cette fonction de répartition?
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Merci pour votre attention!
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