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1 INTRODUCTION

1 Introduction

La question de pouvoir transmettre ou non les données est fréquente
dans une compagnie d’assurance dans un but d’élaboration d’étude avec
des partenaires professionnels.

"Une donnée est une description élémentaire d’une réalité. C’est par
exemple une observation ou une mesure" Serge Abiteboul.

Cependant il n’est pas permis de diffuser librement les données per-
sonnelles des clients à un tiers.

Le présent bureau d’étude est une première approche de l’analyse de la
réplication de bases de données. Des contraintes nous ont été imposées et
des choix de simplification/généralisation ont été faits afin de déterminer
les directions à suivre.

Dans un premier temps sera exposé le contexte dans lequel s’inscrit
ce sujet, élément encadrant les réflexions faites au cours de l’année.

Puis nous aborderons les différents critères que nous aurons retenus
afin de valider nos modèles. Ce pourront être des critères déjà existants
dans la littérature ou bien des démarches mises en place de façon indé-
pendante.

Enfin nous passerons aux méthodes de réplications à proprement par-
ler que nous étudierons pour en extraire le plus d’informations possibles,
aussi bien les aspects positifs que les limites apparentes.

Il sera également proposé pour terminer une introduction à une mé-
thode sophistiquée non approfondie dans ce rapport.
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

2 Contexte assurantiel et données

L’objectif de ce Bureau d’étude est donc de répliquer des bases de
données assurantielles.

"Une base de données permet de stocker et de retrouver l’intégralité
de données brutes ou d’informations en rapport avec un thème ou une
activité ; celles-ci peuvent être de natures différentes et plus ou moins
reliées entre elles. Dans la très grande majorité des cas, ces informations
sont très structurées, et la base est localisée dans un même lieu et sur un
même support. Ce dernier est généralement informatisé" Colin Ritchie.

Age (an) Taille (m) Poids (kg)
Individu 1 20 1.87 94
Individu 2 56 1.74 56
Individu 3 29 1.55 49
Individu 4 45 1.65 73

Table 1 – Exemple simple d’une base de données

Il s’agit dans cette problématique d’être capable, à partir d’un tableau
de départ contenant p colonnes (variables) et n lignes (individus) de
créer un nouveau tableau contenant des valeurs différentes mais avec
des propriétés statistiques semblables (moyenne, écart-type, médiane,
corrélations...).

Le but du travail effectué cette année n’est pas d’obtenir une réponse
absolue à la problématique, mais de comprendre comment l’appréhen-
der, quelles sont les questions à se poser, quelles seraient les méthodes
qui pourraient correspondre à la problématique et quelles sont celles qui
ne peuvent pas fonctionner et pourquoi.

Avant d’aller plus loin, évoquons le principe du bootstrap auquel on
peut penser en premier lieu pour tenter de répondre au sujet posé.

Utilisé depuis la fin des années 1970 avec l’expansion des ordinateurs,
le bootstrap est une méthode intéressante pour estimer les paramètres
d’un échantillon, de façon paramétrique ou non. La description du prin-
cipe est ici faite en dimension 1 mais il est tout à fait possible de rai-
sonner en dimensions supérieures.
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

Sur la base d’un échantillon initial X “ pXr1s, Xr2s, ..., Xrnsq, on
crée un grand nombre de nouvelles suites de même longueur Xk, k P
t1, ..., Nu avec N entier fixé, tirées de façon aléatoire et avec remises dans
l’échantillon X. Une fois ces listes formées, nous obtenons une distribu-
tion des différents paramètres de l’échantillon X (exemple : moyenne,
variance, médiane,...) et nous pouvons en déterminer des estimateurs
bootstrap.

Cette méthode ne sera pas utilisée dans cette étude (sinon indirecte-
ment). En effet il est important de noter que la finalité est de générer
une nouvelle base avec des individus (différents), et non de recréer un
tableau avec un tirage parmi d’anciennes données.

2.1 Aspects juridiques

Du point de vue juridique le traitement des bases de données est suivi
de près par le législateur, d’où la motivation de ce sujet de recherche.

En effet un assureur possédant un ensemble de bases de données sur
ses assurés ne peut pas les revendre à des agences de marketing par
exemple. Leurs utilisations sont soumises à des réglementations, dont
l’ensemble est décrit dans le Règlement Général sur la Protection
des Données (RGPD) de l’Union Européenne adopté le 14 avril 2016
par le Parlement européen. Ce règlement sera applicable à partir de mai
2018 et offrira un cadre harmonisé des règles concernant la protection
des données. Nous pouvons citer par exemple l’application du règlement
de façon extra-territoriale : sont concernées les entreprises établies en
dehors de l’UE qui traitent d’informations relatives aux organisations de
l’UE, mais également les sociétés non européennes possédant des données
sur les citoyens européens ; Le droit à l’oubli est remplacé par le droit
à l’effacement : un citoyen peut exiger l’effacement de ses données à
la condition de fournir six motifs valables ; Ou encore l’obligation pour
l’entreprise traitant les données de notifier l’autorité concernée de toute
violation ou fuite de ces dernières. À noter qu’un manquement à ces
obligations peut entraîner pour l’entreprise une sanction pouvant aller
jusque 20 millions d’euros ou 4% du chiffre d’affaire mondial.

Remaque : Les aspects négatifs des bases de données sont souvent
mis sur le devant de la scène mais la loi ne prend pas en compte que ces
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

faits, elle admet également le côté positif de ces informations notamment
pour les gros investissements (besoin de connaissances avant d’entamer
un projet de construction) et incite à s’informer avant d’agir.

En France, c’est principalement la Commission Nationale Informatique
et Libertés (CNIL) qui détermine les conditions à respecter lorsqu’une
personne ou un organisme détient des données à caractères personnels.

La CNIL, fondée en 1978 par la loi informatique et libertés, est un
organisme administratif français quasi-indépendant dont l’objectif est
de protéger les données informatiques existantes sur chaque citoyen.

Elle fut créée suite au projet gouvernemental SAFARI ayant pour
but de rassembler toutes les informations sur une personne en un seul
ensemble identifiable par un numéro unique. La crainte suscitée par un
tel fichage conduisit l’État à créer une commission afin de réguler les
transmissions d’informations d’aspect privé.

Composée d’un collège de 18 membres, employant pas loin de deux-
cent agents en 2015 pour un budget de 17.1 millions d’euros, le pouvoir
de la CNIL s’est renforcé au cours des ans lui donnant chaque fois une
meilleure force de contrôle, de sanction, et de droit des individus.

La CNIL a plusieurs missions : elle informe les personnes sur leurs
droits, elle autorise ou non les transmissions et utilisations de données
sensibles, elle accompagne le citoyen lorsqu’il demande à accéder aux
données le concernant, elle contrôle les entreprises, sanctionne tout non
respect des règles relatives aux données, et se tient à jour des nouvelles
applications et technologies afin de comprendre et parer les nouveaux
risques liés aux traitements des données.

Cinq principes clés sont mis en avant par la commission :

— La finalité : l’organisme collecteur doit expliciter son but en collec-
tant des données,

— La pertinence : ne sont demandées que les données nécessaires,

— La conservation : les données sont supprimées une fois leur fonction
remplie,

— Les droits : obligation d’informer les personnes de la collecte de leurs
données, de plus ces dernières ont des droits sur ces informations
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

(accès, rectification, opposition),
— La sécurité : les mesures indispensables sont prises afin de conserver

et protéger la confidentialité des données.

Nous constatons le rôle primordial joué par la CNIL, d’une part du fait
de la nécessité d’obtenir son aval dans certaines opérations impliquant
le traitement de données, et d’autre part en tant qu’autorité compétente
dans la protection des droits du citoyens.

Le graphique suivant présente les questions qu’un détenteur de don-
nées doit se poser lorsqu’il effectue des opérations dessus.

Figure 1 – Loi Informatique et Liberté : Suis-je concerné ?

La Norme de Pratique Actuarielle (NPA 5) :

Adoptée par l’Institut des Actuaires le 16 novembre 2017, la NPA
5 a été mise en place afin de guider l’actuaire face aux éventuels pro-
blèmes liés à la manipulation de données considérées comme sensibles
(état de santé, génétique, appartenances diverses...). Cette norme rejoint
les codes de déontologies déjà existants et les consignes édictées par la
CNIL et le RGPD : l’actuaire doit considérer l’origines de ses données, la
pertinance et la nécessité de leur utilisation, respecter les règles de confi-
dentialité et de secret professionnel. Cette norme est applicable quelque
soit le territoire sur lequel travaille l’actuaire mais ne supplante pas la
loi déjà existante.

2.2 Données considérées

Le postulat de départ est de ne considérer que des bases de données
à valeurs numériques. On ne considérera pas la possibilité de rencontrer
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

des chaînes de caractères. De plus il n’est pas nécessaire de faire des
études sur les valeurs aberrantes ou autres aspects de la base à répliquer
car l’on suppose que l’utilisateur connaît et maîtrise ses données.

2.2.1 Dimension 1

Le cas le plus simple de base de données est le tableau à une colonne
(p=1). Plusieurs des méthodes abordées dans ce rapport s’appliquent sur
chaque colonne de la base indépendamment les unes des autres. C’est
pourquoi les raisonnements se feront parfois en dimension 1 dans un
premier temps.

Cependant un travail supplémentaire devra se faire pour reconstruire
les nouvelle bases (voir la sous section suivante).

2.2.2 Dimension 2 et supérieures

Lorsque la base considérée contient plus d’une colonne, il devient plus
délicat de reproduire ses éléments. En effet il peut y avoir des dépen-
dances significatives entre les différentes variables, par exemple nous
savons bien que le poids et la taille des individus sont corrélés. En outre,
plus il y aura de variables, plus le biais entre la table de base et la table
obtenue sera grand. D’où la nécessité de prendre ce fait en considération,
cependant les réflexions en dimension supérieure à 2 sont similaires, par
conséquent nous n’étudierons que le cas de la dimension 2, les autres
pouvant soit se faire par extension, soit en comparant les variables deux
à deux.

Nous appliquerons régulièrement les méthodes proposées sur un ta-
bleau composé d’une loi normale centrée réduite en première variable
et d’une loi exponentielle de paramètre 2 en seconde. Ce sont des lois
usuelles dont les densités sont aisément identifiables. Le tableau sera
souvent désigné sous le nom Table_init.
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2 CONTEXTE ASSURANTIEL ET DONNÉES

Figure 2 – Nuage de points du tableau
Table_init

Figure 3 – Résumé de Table_init

Nous utiliserons également une couronne centrée en 0 et de rayons
8 et 10. Ce nuage de valeurs sera confondu avec un cercle (les données
sont rarement disposées sur un cercle net). L’intérêt pour le cercle est
d’avoir une structure très particulière et voir si elle peut être conservée
après réplication. Le cercle sera souvent désigné sous le nom cercle_init.

Figure 4 – Cercle cercle_init

Figure 5 – Résumé de cercle_init
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2 DENSITÉ EMPIRIQUE DE L’ÉCHANTILLON

Première partie

Méthodes de validation

Nous parlerons dans cette section des divers outils utilisés pour com-
parer deux tableaux de données, et savoir à quel point ils sont similaires
ou totalement différents. En d’autres termes, cette liste d’outils nous
permettra de dire si oui ou non, la méthode de réplication est valable,
voire même utilisable.

1 Nuage de points

En statistiques, un nuage de points est une représentation de données
mettant en relation plusieurs variables. C’est un outil qui permet de
mettre en évidence :

— Des tendances, des dépendances.
— Relations positives, négatives, directes, indirectes ou inverses.
— Des répartitions plus ou moins homogènes.
— Des données aberrantes s’écartant de l’écart type.

Comme un nuage de points montre si les données sont grandement
réparties ou si elles sont concentrées dans un secteur, nous pouvons voir
si les points du tableau répliqué sont répartis dans la même zone que
ceux du tableau de départ.

2 Densité empirique de l’échantillon

En statistiques, la densité empirique fn d’un échantillon px1, ..., xnq
permet de représenter une estimation statistique de la distribution sous-
jacente de l’échantillon.

Le principe de construction d’une densité empirique repose sur celui
de la fonction de répartition empirique :

fnpxq “ lim
hÑ0

pFnpx` hq ´ Fnpx´ hqq

2h
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

Donc pour un h petit, la densité empirique s’exprime ainsi :

fnpxq “
1

2nh

n
ÿ

i“1

1r´1,1sp
x´ xi
h

q

Toutefois, cet estimateur de la distribution de l’échantillon présente
un gros défaut pour pouvoir estimer une densité : il n’est pas continu.
Pour gagner la continuité, on utilise des estimateurs à noyau (on rem-
place l’indicatrice de l’expression précédente par une fonction réelle K),
ce point sera approfondi dans la partie suivante.

Ainsi, dans tout notre bureau d’étude nous tracerons et comparerons
les densités empiriques pour chaque variable des deux tableaux (initial
et répliqué). Nous l’avons fait avec la fonction density sur R. Cette
fonction permet de faire un tracé de l’estimateur à noyaux de la densité
en prenant en argument l’échantillon px1, ..., xnq, mais aussi la fonction
K désirée et le paramètre h.

3 Validation par étude des barycentres

Une autre idée est de générer une base de données B ainsi que 1000
basesB1, ..., B1000 suivant les mêmes lois queB. Ensuite nous appliquons
une méthode de réplication sur B afin de la répliquer également en 1000
autres bases B 1

1, ..., B
1

1000. Le principe est de comparer ensuite le compor-
tement de pbiqiPt1,...1000u la distribution des barycentres de pBiqiPt1,...1000u,
et celui de pb1iqiPt1,...1000u la distribution des barycentres de pB 1

iqiPt1,...1000u.
L’objectif est de savoir si les méthodes de réplications employées sont
trop précises ou non.

Remarque : En pratique il sera difficile de "générer" des bases. Ce-
pendant on disposera de bases de données de tailles conséquentes, ainsi
une base d’un million de lignes pourrait être scindée en mille bases de
mille lignes pour correspondre à l’idée proposée dans ce paragraphe.

4 Validation par des réseaux de neurones

Avant d’aborder le dernier critère de comparaison retenu, nous faisons
quelques rappels sur les réseaux de neurones. Ces éléments ne sont en
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

aucun cas un cours mais servent à mieux cerner les capacités des réseaux
de neurones.

4.1 Rappels sur les réseaux de neurones

Il existe de nombreux types de réseaux de neurones, on peut les diviser
en deux grandes catégories selon la nature de leur algorithme d’appren-
tissage. En effet, les premiers sont dits supervisés car lors de l’appren-
tissage, ils doivent disposer d’un guide capable de leur indiquer ce qui
devrait être produit en sortie pour chacune des informations fournies en
entrées. Les seconds sont dits non supervisés car ils arrivent à s’auto-
organiser.

4.1.1 Les perceptrons multi-couches

C’est un réseau à couche qui permet de positionner en entrées des
éléments devant être appris. Ceux-ci tracent un chemin à travers le ré-
seau. Une fois l’apprentissage effectué, en repassant les mêmes éléments
en entrée ils réutilisent le même chemin et activent les mêmes neurones
de sorties. Plusieurs neurones de sorties sont activés pour chaque com-
paraison, les résultats ne sont pas identiques à chaque comparaison, des
approximations sont effectuées.

On note Y la variable à expliquer, pX1, ..., Xpq les variables explica-
tives et pa, bq des paramètres à estimer lors de l’apprentissage.

Un perceptron multicouche réalise donc une transformation des va-
riables d’entrée :

Y “ fpX1, ..., Xp, aq

Ainsi, en régression avec un perceptron à une couche cachée de q
neurones et un neurone de sortie, on note a une matrice dans Rp ˆ Rq

contenant les paramètres ai,j représentant la ieme entrée du jeme neurone.
On note aussi b le vecteur dans Rq contenant chacun des paramètres bj
de la jeme entrée, du neurone de sorti.
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

y “ fpx, a, bq “ b0 ` b
tz

avec zk “ φpak,0 ` pakq
txq où φ est la fonction d’activation.

— Apprentissage
Supposons que l’on dispose d’une base d’apprentissage de n observa-
tions ppx1, y1q..., pxn, ynqq des variables explicatives et des variables
à expliquer. Considérons le cas le plus simple de la régression avec
un réseau constitué d’un neurone de sortie linéaire et d’une couche
à q neurones dont les paramètres sont optimisés par moindres car-
rés. Ceci se généralise à toute fonction perte dérivable et donc à la
discrimination à m classes.
L’apprentissage est l’estimation des paramètres pai,jqpi,jqPr1,psˆr1,qs et
pbiqi“1,...,q par minimisation de la fonction perte quadratique (ou
d’une fonction d’entropie en classification) :

Qpa, bq “
n

ÿ

i“1

pyi ´ fpx, a, bqq
2

Différents algorithmes d’optimisation sont proposés, ils sont généra-
lement basés sur une évaluation du gradient par rétro-propagation.

— Rétro-propagation de l’erreur
Il s’agit donc d’évaluer la dérivée de la fonction coût en une obser-
vation et par rapport aux différents paramètres.
Soient zk,i “ φpak,0 ` akxiq et zi “ pz1,i, ..., zq,iq.
Les dérivées partielles de la fonction perte quadratique s’écrivent :

BQi

Bbk
“ ´2pyi ´ φpxiqqpb

tziqzk,i “ ζizk,i
BQi

Bak,j
“ ´2pyi ´ φpxiqq pb

tziq bk p fppakq
tqxi q

txi,p “ sk,ixi,p

Les termes ζi et sk,i sont respectivement les termes d’erreur du mo-
dèle courant à la sortie et sur chaque neurone caché. Ces termes
d’erreur vérifient les équations dites de rétro-propagation :

sk,i “ bk p φppakq
t
qxi q

tζi
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

dont les termes sont évalués en deux phases. D’abord avec les va-
leurs courantes des poids : l’application des différentes entrées xi
au réseau permet de déterminer les valeurs ajustées f̂pxiq. On peut
ensuite déterminer les pζiq qui sont rétro-propagés afin de calculer
les sk,i et ainsi obtenir les évaluations du gradient.

— Algorithme d’optimisation
Sachant évaluer les gradients, différents algorithmes plus ou moins
sophistiqués sont implémentés. Le plus élémentaire est une utilisa-
tion itérative du gradient : en tout point de l’espace des paramètres,
le vecteur gradient de Q pointe dans la direction de l’erreur crois-
sante. Pour faire décroître Q il suffit donc de se déplacer en sens
contraire. Il s’agit d’un algorithme itératif modifiant les poids de
chaque neurone selon :

b
pr`1q
k “ b

prq
k ´ τp

n
ř

i“1

BQi

Bb
prq
k

q

a
pr`1q
k,p “ a

prq
k,p ´ τp

n
ř

i“1

BQi

Ba
prq
k,p

q

Le coefficient de proportionnalité τ est appelé coefficient d’appren-
tissage. Il peut être fixe, à déterminer par l’utilisateur, ou encore
varier en cours d’exécution. Il paraît en effet intuitivement raison-
nable que, grand au début pour aller plus vite, ce taux décroisse
pour aboutir à un réglage plus fin au fur et à mesure que le système
s’approche d’une solution. Bien d’autres méthodes d’optimisation
ont été adaptées à l’apprentissage d’un réseau : méthodes du gra-
dient avec second ordre utilisant une approximation itérative de la
matrice Hessienne (algorithme BFGS).

— Régularisation
Dans les réseaux élémentaires, une option simple pour éviter le sur-
apprentissage consiste à introduire une terme de pénalisation ou
régularisation, dans le critère à optimiser. Celui-ci devient alors :

Qpθq ` γ||θ||22

Plus la valeur du paramètre γ est importante et moins les poids
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

des entrées des neurones peuvent prendre des valeurs chaotiques
contribuant ainsi à limiter les risques de sur-apprentissage.

4.1.2 Cartes de Kohonen

Ce réseau de neurones peut être considéré comme dynamique, des
neurones peuvent être détruits et crées, le réseau n’a pas de taille fixe.
Généralement ce réseau est appelé carte de Kohonen, en effet ce ré-
seau est représenté à plat comme une grille rectangulaire à 1, 2, 3 ou 4
dimensions. Les applications sont multiples : sélection de données repré-
sentatives dans une grande base de cas, compression d’images, diagnos-
tic de pannes, optimisation combinatoire (dont le fameux "voyageur de
commerce", modélisation de la cartographie des aires visuelles.

4.2 Validation par quadrillage et scoring

Nous arrivons donc à la dernière possibilité retenue afin de tester
la validité des méthodes. Le principe est de quadriller la zone du plan
(dimension 2) occupée par les points du nuage, en la découpant en rec-
tangles de même taille. L’idée est ensuite de dénombrer les éléments
présents dans chacune des cases générées, et d’appliquer un réseau de
neurones sur les nombres obtenus, dans le but de faire apprendre la ré-
partition des points au réseau de neurones. Nous retiendrons les scores
obtenus par les réseaux de neurones que nous utiliserons pour mettre en
place un indicateur Ind défini plus tard.

Déroulement de la phase d’apprentissage en considérant une base ini-
tiale B :

i) Scinder la base de données initiale B en deux bases de même taille
B1 et B2. Cela nous permettra de former deux valeurs finales à
comparer.

ii) Quadriller la zone du plan R=rXmin
1 , Xmax

1 s ˆ rXmin
2 , Xmax

2 s occu-
pée par le nuage de départ. Nous effectuons un quadrillage 10ˆ 10
donnant cent rectangles Ri,j , i, j P t1, ..., 10u de même taille.
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

Pour B1 :

iii) Déterminer Ni,j “ cardpRi,jq @i, j P t1, ..., 10u et stocker dans un
vecteur Presence_init la valeur 0 si cardpRi,jq “ 0, et 1 sinon. On
choisira de stocker en choisissant d’abord i puis j.

iv) On considère pour compléter un vecteur Absc_init contenant l’abs-
cisse du centre de chaque Ri,j et Ordo_init contenant son ordon-
née. Ceci nous donne des coordonnées pour chaque case, chaque
coordonnée se répétant dix fois du fait du quadrillage. Ces vecteurs
sont ensuite normalisés.

v) Les trois vecteurs construits sont concaténés en un vecteur Z afin
d’être utilisés pour l’apprentissage.

vi) Application d’un réseau de neurones sur Z.

vii) Prédiction de B2, et stockage des scores obtenus dans une matrice
Scores.

Ce procédé est réitéré sur B 1

1 et B 1

2, qui sont respectivement les ta-
bleaux répliqués de B1 et B2.

Figure 6 – Exemple : quadrillage de la zone correspondante à cercle_init

Sont définis ensuite les rapports Ind et Ind1 choisis comme suit :

Ind “
1
n
2

10
ÿ

i,j“1

Scoresi,j ˆNi,j

et

Ind
1

“
1
n
2

10
ÿ

i,j“1

Scores
1

i,j ˆN
1

i,j
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4 VALIDATION PAR DES RÉSEAUX DE NEURONES

qui nous donnent un nouveau moyen de comparaison. Ces rapports
peuvent être vus comme le nombre moyen de points dans chaque rec-
tangles de la région R.

Ces méthodes de validation nous ont principalement servi à nous
conforter dans les différentes directions prises. Il est fortement conseillé
pour l’avenir de construire de véritables test afin de mieux employer ces
méthodes.

Par exemple pour la validation par étude des barycentres, il serait
intéressant de générer un grand nombre de distributions pbiqiPt1,...1000u
afin d’avoir un comportement moyen des barycentres provenant de la
simulation, et de faire la comparaison avec la distribution pb1iqiPt1,...1000u
en mettant en place un seuil d’acceptation.
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Deuxième partie

Méthodes de réplication

1 Méthode Proportions

1.1 Formalisation mathématique en dimension p=1

Une première idée est d’observer la répartition des éléments Xris,
i=1,...,n de l’échantillon X que nous souhaitons répliquer. L’idée est
de considérer un intervalle I dont la borne inférieure est la valeur mi-
nimum de l’échantillon (Iinf “ Xmin) et la borne supérieure la va-
leur maximum (Isup “ Xmax). Puis nous divisons cet intervalle en une
centaine de morceaux de même longueur Xmax´Xmin

100 (chaque borne ne
correspond pas forcément à une valeur de l’échantillon). Enfin nous
comptons le nombre d’éléments de l’échantillon présents dans chacun
de ces intervalles. Cela nous donne des quantités p1,p2,...,p100 telles que

pj “ cardpIjq, j=1,...,100, et
100
ř

j“1

pj “ n.

Une fois ces données déterminées, nous simulons de nouvelles valeurs
dans chacun des intervalles Ij en piochant n ˆ pj valeurs selon la loi
uniforme U(Ij), j=1,...,100.

Cela nous donne un nouvel échantillon Y . Notons que cet échantillon
tel que construit ne peut pas contenir de valeur dépassant les valeurs
extrêmes de X. L’utilisateur pourra inclure une "marge" dans le pro-
gramme originel selon l’objectif poursuivi.
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Figure 7 – Idée du procédé

Remarque : Nous pouvons former nos intervalles à partir des centiles
de l’échantillon.

Soient c1, c2, ..., c100 les centiles de X.

Pour k allant de 1 à 99, générer Y r k100ns, ..., Y r
k`1
100 ns selon U [ck, ck`1].

Cette méthode se rapproche beaucoup de la première et ne sera donc
pas explicitée d’avantage.

1.2 Formalisation mathématique en dimension pě 2

En dimension supérieure, nous ne pouvons pas nous contenter de re-
produire chaque colonnes indépendemment des autres. En effet le critère
de corrélation intervient d’où la nécessité de conserver les mêmes liens
entre les variables.

Pour exemple :

Taille (m) Poids (kg)
Individu 1 1.90 90
Individu 2 1.70 50
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Ne doit pas devenir :

Taille (m) Poids (kg)
Individu 1 1.89 50.5
Individu 2 1.71 88

Pour se faire un premier raisonnement fut, pour p=2 variables répli-
quées Y1 et Y2 à partir de X1 et X2, de considérer un élément Y1ris de
Y1, de déterminer l’élément X1rjs de X1 le plus proche, puis considérer
le X2rjs associé et déterminer l’élément Y2rks le plus proche. On forme
ensuite le couple (Y1ris,Y2rks). De façon plus formelle :

@ i P t1, ..., nu :

i) Déterminer j˚ réalisant min
j“1,...,n

|Y1ris ´X1rjs|, puis

ii) déterminer k˚ réalisant min
k“1,...,n

|X2rj
˚
s ´ Y2rks|, enfin

iii) constituer le couple (Y1ris,Y2rk˚s).

Cette méthode a vite montré ses limites car lorsque le nuage de points
a une structure particulière (un cercle par exemple) le nuage répliqué
n’a plus rien à voir avec celui désiré.

D’où la nécessité de déterminer une méthode plus pertinente. Ce que
l’on obtient en partant non pas des variables répliquées mais des va-
riables de départ, en associant à chaque valeurs de la ieme ligne les valeurs
les plus proches parmi celles obtenues. Ce procédé est non seulement
plus performant mais également plus simple dans sa programmation. @
i P t1, ..., nu :

i) Déterminer j˚ réalisant min
j“1,...,n

|X1ris ´ Y1rjs|, et

ii) déterminer k˚ réalisant min
k“1,...,n

|X2ris ´ Y2rks|, puis

iii) constituer le couple (Y1rj˚s,Y2rk˚s).
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Figure 8 – Idée du procédé

Remarques :

v Afin d’améliorer la qualité de la réplication, nous simulons plus de
valeurs que nécessaire et nous ne gardons ensuite que les plus inté-
ressantes (proches de celles de départ).

v Le principe s’étend simplement par récurrence en dimensions supé-
rieures.

1.3 Résultats obtenus et limites

Cette méthode a été appliquée sur les tableaux Table_init (loi gaus-
sienne et loi exponentielle) et cercle_init (couronne de rayon 8 et 10).
La réplication s’est faite en créant dix intervalles et deux fois plus de
valeurs que nécessaire (puis un tri est fait afin de n’en conserver que
n=200).
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Comparaison des nuages de points

Figure 9 – Réplication de Table_init

Figure 10 – Réplication de cercle_init

Les nuages de points sont très semblables à première vue. Notons que
l’échelle et le le nombre de chiffres significatifs des valeurs expliquent la
difficultés de discerner les écarts entre les nuages.

Comparaison des densités empiriques

Ces courbes sont obtenues par la fonction density sous R.
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Figure 11 – Loi exponentielle de paramètre 2

Figure 12 – Loi gaussienne centrée réduite

Nous constatons qu’il est difficile de distinguer la densité de la répli-
cation (rouge) avec celle de base (noire).

Comparaison avec les réseaux de neurones

Notons Q le nombre de points moyen par cases de la zone quadrillée.
Nous avons comparer les distributions de la quantité Q pour la méthode
Proportion appliquée sur le tableau Table_init.
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1 MÉTHODE PROPORTIONS

Figure 13 – Distributions de Q initiale (en noir) et répliquée (en rouge)

On remarque que les deux courbes se ressemblent bien que leur pics
de densité respectifs soient légèrement translatés. Nous en comprenons
que même si la structure du nuage de points est préservée, la zone de
concentration des points est légèrement décalée. Nous en déduisons tous
de même que notre méthode est bien validée.

Comparaison de la répartition des barycentres

Figure 14 – Dispersion des barycentres pour Table_init
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2 MÉTHODE ROT_THETA

Figure 15 – Dispersion des barycentres pour cercle_init

La dispersion des barycentres pour les bases simulées comme la base
Table_init (respectivement cercle_init) servant à la réplication est plus
élevée que la dispersion des barycentres répliqués qui se trouvent concen-
trés autour du barycentre de Table_init (respectivement cercle_init).
Ceci n’est pas surprenant puisque la réplication s’est faite à partir de
cette base Table_init (respectivement cercle_init) mais nous conforte
dans le bon fonctionnement de la méthode.

Il ne semble pas y avoir de véritable limite à cette méthode excepté
sa trop grande précision qui joue contre elle. En effet il est difficile de
distinguer les tables aussi bien sous forme de nuage qu’au niveau des va-
leurs répliquées. C’est pour cela que dans sa programmation le nombre
d’intervalles est réglable, ainsi que le nombre de points simulés en plus
(pour être sélectionnés ensuite) et l’arrondi de ses valeur. Il sera intéres-
sant de s’en servir sur de réelles bases afin d’en connaître la portée.

2 Méthode Rot_theta

2.1 Principe de la méthode

Une autre méthode consiste à étudier directement le nuage de points
du tableau de données, et de simuler nos nouveaux points dans une
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2 MÉTHODE ROT_THETA

région que nous pouvons nous-même définir. La région choisie ici est
proche des points du nuage initial, afin de conserver la densité et la
structure du nuage de points de départ.

Plus précisément, la méthode consiste à prendre un point du nuage
et à déterminer la distance qui le sépare de son plus proche voisin.

On réitère ensuite le même processus pour tous les autres points du
nuage ce qui nous mène à l’obtention d’une distribution de distances
minimales que l’on note (d1,.....,dn). Les nouveaux points sont construits
sur des sphères centrées en les points initiaux et dont chaque rayon sera
égal à la distance minimale di correspondante, suivant un angle aléatoire
pris uniformément dans r0, 2πs. Plus formellement :

@ i˚ P t1, ..., nu, Xri˚s=(X1ri
˚s,X2ri

˚s) :

i) Calculer di˚ “ min
iPt1,...,nuzti˚u

‖Xri˚s ´Xris‖2 ,

ii) tirer un nombre aléatoire θ selon une loi Ur0, 2πs,
iii) poser le nouveau point Y ri˚s=(X1ri

˚s`di˚ cos θ , X2ri
˚s`di˚ sin θ).

Figure 16 – Idée du procédé
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2 MÉTHODE ROT_THETA

Remarque : Cette méthode a été pensée en dimension 2, puis adap-
tée en dimension 3 grâce à l’expression des coordonnées sphériques pour
la modélisation sur des sphères. Pour le cas des plus grandes dimensions
il conviendrait d’utiliser la généralisation des coordonnées sphériques en
dimension n pour établir la méthode ou plus modestement de l’appliquer
aux colonnes deux à deux en dimension 2.

2.2 Résultats obtenus et limites

Cette méthode a été appliquée sur les tableaux Table_init (loi gaus-
sienne et loi exponentielle) et cercle_init (couronne de rayon 8 et 10).
La réplication s’est faite en créant dix intervalles et deux fois plus de
valeurs que nécessaire (puis un tri est fait afin de n’en conserver que
n=200).

Comparaison des nuages de points

Figure 17 – Nuage initial (en noir) et répliqué (en rouge)
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Figure 18 – Nuage initial (en noir) et répliqué (en rouge)

Cette fois les nuages sont plus faciles à distinguer, tout en restant si-
milaires. Nous observons la même zone de concentration autour de (0 ;0)
pour Table_init et le cercle se trouve encore dans la zone de définition
souhaitée.

Comparaison des densités empiriques

Ces courbes sont obtenues par la fonction density sous R.

Figure 19 – Densités empiriques de base (noires) et après réplication (rouges)

Ici il est tout à fait possible de différentier les courbes malgré leur
proximité.
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Comparaison avec les réseaux de neurones

Notons Q le nombre de points moyen par case de la zone quadrillée.
Nous avons illustré le graphique comparant les distribution de la quantité
Q pour la méthode de réplication par simulation sur un cercle, appliquée
sur la couronne de rayons 8 et 10.

Figure 20 – Distributions de Q initiale (en noir) et répliquée (en rouge)

Nous remarquons ici que les deux courbes se ressemblent bien que
leurs pics de densité respectifs sont légèrement translatés. Nous en dé-
duisons que même si la structure circulaire du nuage de points est pré-
servée, la zone de concentration des points ainsi légèrement est décalée.
Ceci nous donne une observation plus fine qu’avec la seule comparaison
des nuages de points.
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Comparaison de la répartitions des barycentres

Figure 21 – Dispersion des barycentres pour Table_init

Figure 22 – Dispersion des barycentres pour cercle_init

En ce qui concerne les barycentres, nous pouvons remarquer encore
une fois que cette méthode de réplication donne aussi des résultats trop
précis, dans la mesure ou les barycentres répliqués sont trop proches du
barycentre de base.

Si le programme décrivant cette méthode marche assez bien pour des
échantillons de lois usuelles, et qu’il arrive aussi à préserver la structure
circulaire du nuage de points de départ, cela ne veut pas pour autant
dire que nous n’avons pas détecté de failles.
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2 MÉTHODE ROT_THETA

En effet, pour un échantillon dont l’étendue est très large et dont
les valeurs dans cette étendue sont assez éparpillées, la méthode peut
construire dans ce cas des nouveaux points sur des rayons qui seront
trop grands (car les distances minimales seront devenues trop grandes
du à l’éloignement mutuel des différents points du nuage).

C’est le cas par exemple pour un tableau de données dont une variable
suit une loi uniforme sur un intervalle de longueur plus grande que le
nombre d’individus (Figure ; 10 individus dans un tableau dont les deux
lois sont uniformes sur r0, 15000s).

Figure 23 – En haut à droite : le point répliqué (16045,23270)

Ce problème peut avoir comme conséquence le débordement du sup-
port. En effet, la réplication d’un échantillon suivant une loi peut alors
prendre des valeurs interdites, en dehors du support de la loi (Figure :
la deuxième variable est une loi exponentielle).

Figure 24 – La deuxième variable devrait être une loi exponentielle
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Une solution peut être de répliquer des points tant que nous n’en
avons pas le nombre souhaité dans le domaine de définition voulu et
d’ignorer ceux mal positionnés.

3 Méthode SMOTE

3.1 Principe de la méthode

La méthode de réplication que nous allons décrire ci dessous emploie
une technique d’échantillonnage désignée pour rééquilibrer des jeux de
données dont les classes sont déséquilibrées, elle est connue sous le nom
de méthode SMOTE (Synthetic Minority Oversampling Technique).

En effet : une approche simple à mettre en œuvre pour redresser la
distribution asymétrique de données est de supprimer de manière aléa-
toire des individus de la classe majoritaire ou d’augmenter les individus
de la classe minoritaire.

Dans le premier cas nous parlons de sous-échantillonnage et dans
le deuxième de sur-échantillonnage. Les deux ont l’avantage d’être fa-
cile à déployer mais ils comportent aussi des inconvénients. Le sur-
échantillonnage peut entraîner des problèmes d’overfitting. La méthode
SMOTE est justement utilisée pour passer cet inconvénient.

L’idée de SMOTE est d’augmenter le rappel pour la classe minori-
taire en générant des individus synthétiques. Ces individus artificiels sont
créés à partir d’un choix aléatoire (selon le taux de sur-échantillonnage
voulu) d’un certain nombre de voisins plus proches qui appartiennent à
la même classe. Ensuite les individus synthétiques sont disséminés aléa-
toirement le long de la droite entre l’individu de la classe minoritaire
et ses voisins sélectionnés. Ainsi, cette approche fait que la région de
décision de la classe minoritaire est plus grande et général.

Dans notre contexte de réplication, nous allons modifier un peu le
principe de la méthode SMOTE, dans la mesure où :

— chaque point, c’est-à-dire chaque individu, sera considéré comme
une classe à part entière.

— un seul proche voisin sera généré pour chaque classe.
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3.2 Formalisation mathématique

Soit X “ pX1, ..., Xpq notre tableau initial que l’on veut répliquer,
notons V “ pV1, ..., Vpq le tableau dont la ieme ligne représente les co-
ordonnées du plus proche voisin du ieme individu du tableau de départ
X, on note aussi puiqiPt1,...,nu des réalisations d’une variable aléatoire U
suivant une loi uniforme sur r0, 1s indépendante des colonnes de X et
des colonnes de V .

Nous construisons alors le tableau répliqué Y dont les colonnes Yj
sont définies par :

Yjris “ Xjris ` uipVjris ´Xjrisq

Figure 25 – Idée du procédé (dimension 2)

3.3 Résultats obtenus et limites

Cette méthode a été appliquée sur le tableau à deux colonnes et 200
lignes cercle_init (couronne de rayon 8 et 10).
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Comparaison des nuages de points

Figure 26 – Cercle initial (en noir) et répliqué (en rouge)

Nous voyons bien que la structure circulaire du nuage est bien répli-
quée avec cette méthode.

Comparaison des propriétés statistiques

Figure 27 – Comparaison des propriétés statistiques
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Les minimums et maximums sont aussi bien répliqués, Nous ne consta-
tons pas de débordements. De plus, les nouvelles corrélations sont simi-
laires aux corrélations initiales.

Comparaison avec les réseaux de neurones

Notons Q le nombre de points moyen par cases de la zone quadrillée
(qui a été expliqué précédemment). Nous avons comparé les distributions
de la quantité Q pour la méthode de réplication SMOTE appliquée sur
la couronne de rayons 8 et 10.

Figure 28 – Distributions de Q initiale (en noir) et répliquée (en rouge)

On remarque que les deux courbes se ressemblent bien que leur pics
de densité respectifs sont légèrement translatés. On en déduit que même
si la structure circulaire du nuage de points est préservée, la zone de
concentration des points est légèrement décalée.

Comparaison de la répartition des barycentres

D’après le procédé décrit dans la partie "Méthodes de validation",
nous avons généré les barycentres des bases simulées selon la base d’ori-
gine, puis les barycentres répliqués à partir des bases répliquées de la
base d’origine (avec la méthode de réplication SMOTE).
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Figure 29 – Comparaison des nuages de points des barycentres

Nous voyons nettement au niveau de l’échelle des deux graphes que
les barycentres répliqués sont très concentrés autour du barycentre du
tableau initial, et même trop concentrés par rapport aux barycentres
simulés.

Nous en déduisons que la méthode de réplication SMOTE crée des
points globalement trop prés de ceux de la base initiale, et donc qu’elle
peut être considérée comme trop précise.

Sur nos exemples traités nous n’avons pas réussi à expliciter d’éven-
tuelles faiblesses de la méthode, hormis le fait qu’elle soit trop précise.
En effet, elle ressemble à la méthode de réplication par simulation sur
un cercle, sauf qu’on simule chaque point répliqué entre deux points
initiaux, sans prendre en compte une rotation selon un angle aléatoire,
réduisant ainsi considérablement le risque de débordement du support.

Pour des échantillons dont la forme du nuage est assez simple (par
exemple : blocs de points regroupés) ou bien pour ceux avec des nuages
en couronne, la méthode marche assez bien que ce soit en termes de
marginales restituées ou de corrélations restituées.

page 37



4 MÉTHODE PARAMÉTRIQUE

4 Méthode paramétrique

Ce paragraphe traite de la réplication d’un tableau de données dans
le cas particulier où on peut déterminer explicitement la loi de chaque
marginale de ce tableau.

4.1 Principe de la méthode

Nous disposons d’un tableau X dont les colonnes sont notées Xj, j P
t1, ..., pu, chacune est caractérisée par une loi notée Fj a priori inconnue.
On dispose également de la matrice de corrélation de ce tableau qui sera
notée

ř

X .

Afin de répliquer X ainsi que ses caractéristiques, nous allons utili-
ser une méthode se basant sur des hypothèses et suppositions paramé-
triques.

La première étape consiste à supposer que nous avons à disposition
une famille de lois Pi,θ à ajuster sur chaque variable Xj. Avec les diffé-
rents tests d’ajustement, on peut facilement obtenir une p-value ou un
graphique QQ-plot, nous affirmant avec un risque α si oui ou non, la loi
peut s’ajuster sur l’échantillon décrivant la variable Xj.

Cette démarche serait ensuite à répéter pour toutes les colonnes Xj

de X, ce qui nous donne à la fin plusieurs lois ajustées. Et la réplication
va simplement consister à resimuler chaque marginales du tableau de
données X selon les lois ajustées correspondantes.

Cependant la procédure ne s’arrête pas là, car même si les marginales
ont été ajustées puis simulées une à une, il reste néanmoins un autre
critère, qui n’est pas vérifié avec cette première étape qu’on vient de
décrire ici, à savoir les corrélations.

Ainsi, pour la deuxième étape de notre méthode, nous sommes confron-
tés au problème suivant : "Comment simuler un tableauX “ pX1, X2, ...., Xpq

de lois marginales respectives pF1, F2, ...., Fpq et de matrice de corréla-
tion

ř

X ?"

Il existe dans la littérature une méthode qui répond au problème : la
méthode NORTA (Normal to Anything). Cette méthode, comme nous
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le verrons dans la suite, nécessite de faire une hypothèse supplémentaire
sur la structure de dépendance de notre tableau.

4.2 Rappels sur les tests statistiques d’adéquation

Dans cette sous-section, nous faisons des rappels sur les divers tests
d’adéquation statistiques pour déterminer des lois théoriques qui conviennent
le plus aux marginales du tableau de données.

4.2.1 Test d’adéquation de Kolgomorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov est un test qui compare la distribu-
tion observée d’un échantillon statistique à une distribution théorique.
On l’utilise de préférence au test d’adéquation du khi-deux lorsque le
caractère observé peut prendre des valeurs continues. Il est basé sur la
comparaison des fonctions de répartition.

Données : on dispose de n observations px1, ..., xnq d’une variable aléa-
toire X.

Hypothèse testée : La fonction de répartition de X, notée F , est égale
à F0, avec risque d’erreur a.

Déroulement du test :

1) On ordonne les valeurs observées,
2) On pose F px1q “ 1

n , F px2q “
2
n , ..., F pxnq “ 1 ce qui définit la

fonction de répartition de F en escalier,
3) On calcule K “ sup

xPR
|F pxq ´ F0pxq|,

4) On lit la valeur critique Dn dans la table de la loi de Kolmogorov-
Smirnov. Si K ă Dn, on accepte l’hypothèse, sinon, on la rejette.

4.2.2 Test d’adéquation du khi-deux

Le but de ce test est de comparer une distribution théorique d’un
caractère à une distribution observée. Pour cela, le caractère doit prendre
un nombre fini de valeurs, ou bien ces valeurs doivent être rangées en
un nombre fini de classes.
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Données : On dispose d’un caractère A dont les valeurs possibles sont
réparties en k classes A1, ..., Ak. La probabilité théorique dans chacune
des classes est notée p1, ..., pk. On dispose également de n observations,
qui donnent un effectif n1 pour la classe A1,..., nk pour la classe Ak, avec
n1 ` ...` nk “ n.

Hypothèse testée : La distribution observée est conforme à la distri-
bution théorique avec un risque d’erreur a.

Déroulement du test :

1) On calcule les effectifs théoriques npj (conditions d’application : il
faut que npj ą 5 pour tout j=1,...,k),

2) On calcule la valeur observée K de la variable de test,

3) On cherche la valeur critique Dn dans la table de la loi du khi-deux
à k ´ 1 degrés de liberté,

4) On lit la valeur critique Dn dans la table de la loi du khi-deux. Si
K ă Dn, on accepte l’hypothèse, sinon, on la rejette.

4.2.3 Test graphique : QQ-plot

Le QQ-plot est un outil graphique permettant de valider l’ajustement
d’une distribution donnée à une loi théorique. Son nom provient du fait
que l’on compare la position de certains quantiles dans la population
observée avec la position des quantiles de la population théorique.

Si les points obtenus sont alignés sur la première bissectrice, cela veut
dire que la distribution observée suit probablement la loi de distribution
théorique.

4.3 Rappel sur les copules

4.3.1 Définition et caractérisation

Une copule C est une fonction de répartition, définie sur r0, 1sd, d P N,
dont les marginales sont des lois uniformes sur r0, 1s.

Une fonction C définie sur r0, 1sd à valeur dans r0, 1s , est une copule
si et seulement si :
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i) Cpu1, ...., udq “ 0, pour tout i tel que ui “ 0,

ii) Cp1, ..., 1, ui, 1, ..., 1q “ ui, i P t1, ..., du,

iii) ui ÞÑ Cpu1, .., ui, .., udq est croissante pour tout i P t1, ..., du.

4.3.2 Théorèmes de Sklar

Théorème 1 : Soit F une fonction de répartition multivariée avec
pF1, F2, ...., Fpq les fonctions de répartition continues des lois margi-
nales, alors il existe une unique fonction C définie sur r0, 1sn à valeur
dans r0, 1s de sorte que : F px1, x2, ..., xpq “ CpF1px1q, ..., Fppxpqq.

Théorème 2 : Soit C une copule et pF1, F2, ...., Fpq des fonctions de
répartitions univariées, alors : F px1, x2, ..., xpq “ CpF1px1q, ..., Fnpxpqq

est une fonction de répartition multivariée dont les marginales sont
pF1, F2, ...., Fpq.

Interprétation : La connaissance d’une copule et des lois marginales
des composantes du vecteur X, est équivalente à la connaissance de la
loi jointe F du vecteur X.

4.3.3 Simulation de vecteurs aléatoires de copule C

On souhaite simuler les réalisations d’un vecteur aléatoireX “ pX1, ..., Xpq

de copule C, dont les fonctions de répartitions des marginales sont res-
pectivement pF1, F2, ...., Fpq.

Étape 1 : Simuler un vecteur uniforme sur r0, 1sn dont la fonction de
répartition est C.

Étape 2 : Appliquer les transformations croissantes inverses F ´1
Xj

à
chacune des marginales Xj.

Les copules sont bien adaptées à la construction de distributions
conjointes possédant une structure de dépendance donnée.

En effet, dans certaines applications, on ne cherche pas à simuler un
vecteur selon sa loi jointe (car elle est soit inconnue, soit trop difficile
à simuler), mais plutôt à simuler seulement ses composantes selon leurs
lois marginales respectives, tout en respectant un niveau donné de liai-
son entre ces composantes représentée par une copule C. En pratique,
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cette copule C inconnue sera remplacée par l’un des modèles de copules
présentés dans la littérature statistique, qui est en relation avec l’objet
modélisé et qui capture le mieux la structure de dépendance entre les
composantes de X.

Voici deux modèles de copules parmi les plus utilisés :

Copule gaussienne : Cpx1, ..., xpq “ FNpφpx1q, ..., φpxpqq

où FN est la fonction de répartition de la loi normale standard mul-
tivariée et φ la fonction de répartition de la loi normale standard unidi-
mensionnelle.

Copule archimédienne : Cpx1, ..., xpq “ φ´1pφpx1q ` ...` φpxpqq

où φ est une fonction définie sur r0, 1s à valeurs dans R strictement
décroissante et convexe.

4.4 Méthode NORTA (Normal to Anything)

Nous voulons ici répliquer un tableau sous forme de vecteur X “

pX1, ..., Xpq avec l’approche paramétrique décrite plus haut.

Comme nous connaissons les lois marginales et la matrice de corréla-
tion

ř

X de ce vecteur X, nous allons utiliser la méthode NORTA pour
simuler une nouvelle version de X, en respectant les corrélations fixées
ř

X .

4.4.1 Formalisation mathématique

On suppose que les Xj sont centrées et réduites.

L’idée de cette méthode est de considérer que la structure de dépen-
dance du vecteur X est décrite par une copule normale, c’est à dire que
l’on considère que la loi conjointe de X est décrite par :

X “ pF ´1
X1
pφpY1qq, ..., F

´1
Xp
pφpYpqq

où Y “ pY1, ..., Ypq est un vecteur gaussien centré de matrice de cova-
riance

ř

Y et φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée
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réduite. Chacune des variables Yi est également réduite, de sorte que
ř

Y est en fait une matrice de corrélation avec des uns sur la diagonale.

On doit alors choisir
ř

Y de sorte qu’en simulant X à partir de Y , on
retrouve les corrélations

ř

X .

En notant pi,j “
EpXiXjq´EpXiqEpXjq

σXi
.σXj

“ EpXiXjq le terme générique de
la matrice

ř

X , et ri,j le terme générique de la matrice
ř

Y , on obtient
l’égalité suivante :

pi,j “ EpXiXjq “ Ep F ´1
Xi
pφpYiqq F

´1
Xj
pφpYjqq q

“

`8
ż

´8

`8
ż

´8

F ´1
Xi
pφpyiqq F

´1
Xj
pφpyjqqfpyi, yj, ri,jq dyi dyj (1)

où fpx, y, rq “ 1
2πp1´rq expp

x2`y2´2rxy
2p1´rq q est la densité gaussienne biva-

riée.

Un résultat théorique démontré par Kruskal (1958) énonce que :

Si pi,j est remplacé par le terme générique de la matrice de corrélation
du rang EpFXi

pXiqFXj
pXjqq du vecteur X, alors l’équation (1) se

simplifie pour donner :

ri,j “ 2 sinp
πpi,j
6
q

Ainsi, avec cette expression analytique, nous obtenons les termes de la
matrice de corrélation

ř

Y avec laquelle nous simulons le vecteur gaus-
sien Y avant d’appliquer les transformations inverses sur chacune des
marginales (comme mentionné plus haut). Le vecteur résultant sera le
vecteur répliqué.
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4.5 Résultats obtenus et limites

Comparaison des nuages de points

Figure 30 – Nuage de points initial (en noir) et répliqué (en rouge)

Les nuages de points sont assez similaires. Ici, les points répliqués ne
franchissent pas la limite du support semi-borné de la loi exponentielle.

Comparaison des densités empiriques

Ensuite, nous allons comparer la densité estimée de l’échantillon de
départ à celle de l’échantillon répliqué. Ces courbes sont obtenues par
la fonction density sous R.

Figure 31 – Densités empiriques initiale (en noir) et répliquée (en rouge)
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On remarque que nos densités empiriques sont très proches, mais pas
identiques. Cela parait évident, car les marginales sont bien de même
lois.

Comparaison avec les réseaux de neurones

Notons Q le nombre de points moyen par cases de la zone quadrillée
(qui a été expliqué précédemment). Nous avons comparé les distributions
de la quantité Q pour la méthode de réplication paramétrique appliquée
sur le tableau Table_init.

Figure 32 – Distributions de Q initiale (en noir) et répliquée (en rouge)

On remarque que les deux courbes se ressemblent bien que leur pics
de densité respectifs sont légèrement translatés. On en déduit que même
si la structure du nuage de points est préservée, la zone de concentration
des points est décalée.

Comparaison de la répartition des barycentres

D’après le procédé décrit dans la partie "Méthodes de validation",
nous avons généré les barycentres simulés à partir des bases simulées
selon la base d’origine, puis les barycentres répliqués à partir des bases
répliquées de la base d’origine (avec la méthode de réplication paramé-
trique).
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Figure 33 – Comparaison des distributions des barycentres

Nous voyons bien que les barycentres répliqués sont dispersés autour
du barycentre de base et nous constatons la même chose pour les ba-
rycentres simulés. Nous en déduisons qu’il est difficile de distinguer les
deux sortes de barycentres, et donc que notre méthode arrive à créer
des points assez proches des points initiaux sans pour autant être iden-
tifiables.

Par définition, cette méthode est une restriction à des cas particuliers
où des hypothèses bien précises sont faites.

Or ces hypothèses ne sont pas toujours vérifiées, et même quand elles
le sont, elles peuvent comporter des inconvénients liés à la modélisation.

Tout d’abord, le contexte paramétrique dans lequel nous nous pla-
çons a ses limites, nous pouvons disposer a priori de n’importe quel jeu
de données et nous ne savons pas si les tests d’ajustement aboutiront
forcément à des lois connues.

De plus, un grand nombre de variables supposera un nombre croissant
de tests à effectuer sur chacune d’entre elles, nous pouvons redouter un
temps de calcul assez long.

Ensuite, modéliser la structure de dépendance d’un jeu de données
par une copule gaussienne a ses avantages (les expressions analytiques
vues plus haut, sont assez simples), mais aussi ses inconvénients. Par
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exemple, la copule gaussienne n’est pas adaptée pour la modélisation de
la dépendance entre des événements extrêmes. Elle est aussi moins bien
adaptée en assurance car elle s’applique à des distributions symétriques.

Un moyen d’amélioration pourrait être de considérer des autres mo-
dèles de copules mieux adaptés (copule archimédienne, copule de Gum-
bel,....). Les copules archimédiennes ont le grand avantage de décrire des
structures de dépendance très diverses dont notamment les dépendances
dites asymétriques, où les coefficients de queue inférieure et de queue su-
périeure diffèrent. Nous n’avons pas eu le temps de travailler sur cette
idée.

Enfin, dès que le tableau de données excède un nombre de variables
supérieur à 2, il se peut que l’équation (1) fournisse une matrice de cor-
rélation

ř

Y non semi-définie-positive. Par conséquent, les corrélations
obtenues peuvent être différentes et l’efficacité de la méthode n’est plus
garantie.

Figure 34 – Comparaison des propriétés statistiques

En effet, pour notre exemple précédent, la forme du nuage est conser-
vée dans son ensemble, mais les corrélations entre nos deux variables
différent et sont même de signe opposés rinit “ ´0.1349164 alors que
rrep “ 0.1057787.
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Un moyen d’amélioration pourrait être de chercher la matrice semi-
définie-positive la plus proche possible de

ř

Y (au sens d’une norme).

Nous concluons que cette méthode arrive à bien répliquer les margi-
nales du tableau, mais pas les corrélations, et qu’elle ne peut répliquer
des vecteurs uniquement selon les lois théoriques ajustées. Ainsi pour
notre nuage de points circulaire, la méthode ne peut être appliquée, en
raison de cette structure circulaire complexe qui ne peut être appré-
hendé en approche paramétrique. Sous l’attente d’améliorations, cette
méthode n’est donc pas utilisable pour l’instant.

5 Méthode par estimation des noyaux gaussiens

Nous avons vu précédemment que se placer dans un contexte para-
métrique nous permettait de générer de nouveaux échantillons en re-
simulant selon les lois ajustées aux marginales du tableau de données,
notamment avec des méthodes de simulation comme l’inverse de la fonc-
tion de répartition, ou la méthode de rejet-acceptation qui se base sur
la connaissance explicite d’une fonction de densité f dépendant de la loi
et des paramétres ajustés.

Comme nous ne connaissons pas f pour chaque marginale, cette ap-
proche semble difficilement concevable en non-paramétrique. C’est pour-
quoi, il nous a été conseillé une méthode utilisant un estimateur non
paramétrique de la densité, en particulier un estimateur à noyaux gaus-
siens. Nous allons présenter le principe en dimension 1, puis en dimen-
sions supérieures.

5.1 Rappels sur les estimateurs empiriques de la densité

5.1.1 Fonctions noyaux

Un noyau est une fonction utilisée dans les techniques d’estimation
non-paramétrique. Un noyau K est une fonction intégrable à valeurs
réelles, qui vérifie les deux propriétés suivantes :

•
ş`8

´8
Kpxqdx “ 1

• Kpuq ě 0
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Plusieurs types de noyaux sont couramment utilisés : uniforme, tri-
angle, epanechnikov, quadratique, cubique, gaussien, et circulaire. Nous
utiliserons pour la suite le noyau gaussien.

5.1.2 Estimateur à noyaux de la densité

Nous allons estimer la densité inconnue de notre échantillon par son
estimateur à noyaux, qui a pour expression :

f̂npxq “
1
nh

n
ř

k“1

Kpx´xih q avec Kpuq “ 1?
2π

e´
u2

2

Soient pX1, ..., Xnq des variables aléatoires i.i.d, et h un réel positif.

alors f̂npxq “ 1
nh

n
ř

k“1

Kpx´Xi

h q est une variable aléatoire vérifiant :

Quand h tend vers 0 et nh tend vers `8 :

f̂npxq converge vers fX1
pxq

?
nhpf̂npxq ´ fpxqq converge vers N p0, fX1

pxqp
ş`8

´8
K2pxqdxqq p.s.

5.1.3 Choix du paramètre de lissage h

Le paramètre de lissage a un impact très significatif sur les résultats.

Une valeur trop faible pour h produit des résultats sans intérêt, la
densité étant non nulle seulement à proximité immédiate des observa-
tions, alors qu’une valeur trop élevée produit un lissage excessif avec
perte des détails.

Le choix du paramètre h est donc critique pour obtenir des résultats
satisfaisants. Parmi les méthodes de choix de la valeur optimale de h,
nous ne présentons que la méthode : Par minimisation de la MSE ou de
la MISE.

— Par minimisation de la MSE ou de la MISE

Définissons la MSE (Mean Square Error) et la MISE (Mean Integrated
Square Error).

MSEpx, n, hq “ V arpf̂npxqq `Biais
2pf̂npxqq “ Eppf̂npxq ´ fpxqq2q

page 49



5 MÉTHODE PAR ESTIMATION DES NOYAUX GAUSSIENS

MISEpn, hq “
ş`8

´8
MSEpx, n, hqdx

On choisira alors, la valeur h “ hopt tel que :

hopt “ argminhpMSEpx, n, hqq ou hopt “ argminhpMISEpx, n, hqq

5.1.4 Choix du noyau

Pour comparer deux noyaux symétriques, on peut calculer le rapport
de leur MISE.

effpK1, K2q “
MISEpK1,n,hq
MISEpK2,n,hq

Le noyau K1 est choisi au détriment du noyau K2 si la quantité effpK1, K2q
est ď 1.

Le choix de la fonction noyau a cependant peu d’impact sur la qualité
d’estimation (à condition que ce noyau soit lisse ou symétrique).

5.2 Réplication et Formalisation mathématique en dimension 1

5.2.1 Rappel sur la méthode de rejet

Théorème :

Soit f une fonction de densité de probabilité. On suppose qu’il existe
une densité de probabilité g telle que : QM ě 0, @x P Rfpxq ďM.gpxq

Soit Z suivant la loi de densité g, et Y „ U r0,M.gpZqs. Alors, la
variable aléatoire X telle que LpXq “ LpZ|Y ď fpZqq suit une loi de
densité f .

— Interprétation,
Soient f et g deux densités de probabilités. D’après la théorie, si la
densité f est majorée par Mg sur un intervalle ra, bs contenant son
support, nous pouvons dans ce cas génèrer des variables uniformé-
ment distribuées dans l’aire ra, bsˆr0,Mgs. Ensuite nous observons
les abscisses des points situés sous le graphe de f ; Ces points vont
constituer un f -échantillon (échantillon dont la loi est de densité f)
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Ainsi, l’algorithme de rejet consiste donc à itérer les étapes :

— tirer Y de densité g,
— tirer U de loi uniforme sur r0, 1s, indépendante de Y ,

Tant que Uě fpY q{MgpY q

— Accepter Y comme un tirage aléatoire de densité de probabilité
Dans un algorithme de rejet, on sait que le nombre de tirages né-

cessaires à chaque étape suit une loi géométrique de paramètre 1
M . Le

nombre moyen de tirages est alors de l’ordre de M . Ainsi, il convient de
choisir M le plus petit possible.

5.2.2 Formalisation mathématique

Essayons maintenant de simuler un fn-échantillon en dimension 1 avec
la méthode de rejet.

La méthode de rejet-acceptation s’applique généralement pour des
densités à support compact. Il existe cependant une généralisation pour
quelques lois à support dans R ou R`. Comme nous avons choisi un
noyau gaussien, cela revient à simuler une réalisation de lois gaussiennes
avec la méthode de rejet. La densité de probabilité g majorant le noyau
Kpxq s’obtient de la manière suivante :

Kp
x´ xi

h
q “

1
?
2π

e´
p
x´xi
h

q
2

2 ď
1
?
2π

ep
1
2´|

x´xi
h |
q “

2h
?
2π

ep
1
2 q
e´|

x´xi
h |

2h
“M

e´|
x´xi
h |

2h

Nous notons ici M la constante de majoration. Nous reconnaissons
ici la densité d’une loi de Laplace de paramètres pxi, hq.

Ainsi, nous obtenons les éléments nécessaires à l’application de la mé-
thode de rejet pour simuler des réalisations provenant de cette densité
empirique à noyaux gaussiens, qui forment alors notre échantillon répli-
qué.

5.3 Réplication et formalisation mathématique en dimensions supérieures

Soit un ensemble de n observations vectorielles px1, ..., xnq dans Rp.
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Nous rappelons que l’objectif général de l’estimation de la densité est
d’approcher la fonction de densité qui a généré l’échantillon aléatoire
Dn.

La densité est alors estimée par :

f̂npxq “
1
nh

n
ř

i“1

Kp ||x´xi||h q , avec Kpuq “ 1?
2π

e´
u2

2 @x P Rp

Le choix du paramètre de lissage h se fait de la même manière que
dans le paragraphe précèdent. Pour appliquer la méthode en dimension
p ě 1, nous avons utilisé le package ks de R.

5.4 Résultats obtenus et limites

Avec cette méthode, nous avons essayer de répliquer un tableau à
deux colonnes et 200 individus, dont la forme du nuage de points est
une couronne de rayon 8 et 10.

Ensuite, nous avons essayer de répliquer un tableau à deux colonnes
et 200 individus. Les colonnes sont respectivement des réalisations de la
loi normale centrée réduite, et de la loi exponentielle de paramètre 2

Comparaison des nuages de points

On remarque selon la figure ci-dessous, que les points répliqués forment
une couronne, mais débordent du support de la couronne initiale.

Figure 35 – Nuage de points initial (en noir) et répliqué (en rouge)
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Figure 36 – Comparaison des propriétés statistiques

Ce débordement du support se constate aussi par des minimums et
maximums répliqués qui différent des minimums et maximums initiaux.

Pour remédier à ce problème, nous avons répliqué plus de points qu’il
n’y en avait dans le nuage initial (ici 600 au lieu de 200 points) et sur ces
600 points répliqués, nous avons conservés 200 points qui étaient stricte-
ment dans la couronne. Les résultats obtenus sont nettement meilleurs.

Figure 37 – Nuage de points initial (en noir) et répliqué (en rouge)
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Figure 38 – Comparaison des propriétés statistiques

Comparaison avec les réseaux de neurones

Notons Q le nombre de points moyen par case de la zone quadrillée
(qui a été expliqué précédemment). Nous avons illustrer le graphique
comparant les distribution de la quantité Q pour la méthode de répli-
cation par estimateur de noyaux gaussiens appliquée sur la couronne de
rayons 8 et 10.

Figure 39 – Distributions de Q initiale (en noir) et répliquée (en rouge)
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On remarque que les deux courbes se ressemblent bien que leur pics
de densité respectifs sont légèrement translatés. On en déduit que même
si la structure circulaire du nuage de points est préservée, la zone de
concentration des points est décalée.

Comparaison de la répartition des barycentres

D’après le procédé décrit dans la partie "Méthodes de validation",
nous avons généré les barycentres simulés à partir des bases simulées
selon la base d’origine, puis les barycentres répliqués à partir des bases
répliquées de la base d’origine (avec la méthode de réplication des noyaux
gaussiens).

Figure 40 – Comparaison des distributions des barycentres

Nous voyons bien que les barycentres répliqués sont dispersés autour
du barycentre de base et nous constatons la même chose pour les ba-
rycentres simulés. Nous en déduisons qu’il est difficile de distinguer les
deux sortes de barycentres, et donc que notre méthode arrive à créer
des points assez proches des points initiaux sans pour autant être iden-
tifiables.

En général, on utilise le noyau gaussien en raison de sa simplicité et
de ses propriétés asymptotiques. Cependant, l’inconvénient principal de
ce noyau est qu’il peut attribuer des poids positifs à des coordonnées qui
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peuvent être à l’extérieur du support de notre échantillon. Or cela peut
causer des problèmes lorsque l’on cherche l’estimateur de la densité de
probabilité d’un échantillon provenant de la loi d’une variable aléatoire
bornée ou semi-bornée.

Comme nous l’avons vu ci-dessus, c’est le cas par exemple pour notre
tableau de données dont le nuage est une couronne de rayons 8 et 10, ou
même pour un tableau de données dont une variable suit une loi à semi-
borné comme la loi exponentielle, la version répliquée de cette variable
peut alors prendre des valeurs négatives.

Comme nous l’avons fait ci-dessous, on pourrait alors penser à générer
plus de points que de points dans le tableau de base, et à ne conserver
que ceux qui ne dépassent pas du support.

Mais cela implique de connaître et de savoir définir le support en
question, chose qui peut être extrêmement difficile pour des tableaux de
données à nuages de points à forme complexe comme une étoile ou un
croissant de lune.

Une solution envisagée, mais qui n’a pas eut l’occasion d’être étudiée,
serait de rechercher d’autres noyaux et ne pas se limiter au noyau gaus-
sien. Il en existe quelques-uns, comme le noyau beta (pour les densités
à support compact) et le noyau gamma (pour les densités à support
positif).
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Troisième partie

Extensions

1 Possibilité de réplication par réseaux de neurones : GAN

Au cours de l’année, nous avons été renseignés par un de nos ensei-
gnants sur de possibles pistes à explorer, notamment sur les modèles
génératifs. Malheureusement, nous n’avons pas trouvé le temps néces-
saire d’établir entièrement la méthode, donc nous ne la présenterons que
brièvement en tant que méthode à découvrir pour l’avenir.

La modélisation générative a pour ambition de trouver une structure
pour la distribution jointe d’un tableau px1, ..., xnq de données obser-
vées. Elle est donc parfaitement en concordance avec notre contexte de
réplication.

1.1 Principe

La description qui suit s’appuie sur l’article de Ian Goodfellow. Soit
x notre tableau de données observées.

Le principe général des modèles génératifs est d’approcher la vraie
distribution inconnue ppxq de notre tableau de données par une distri-
bution générée p̂θpxq.

Plus précisément, p̂θpxq est généralement définie par un bruit gaussien
que l’on fait passer à travers le modèle génératif (qui peut être un réseau
de neurones de paramètres θ).

On remarque alors que modifier les paramètres θ reviendrait à modi-
fier la distribution de sortie p̂θpxq.

Notre but est de faire apprendre à notre réseau de neurones la dis-
tribution jointe de départ, et donc de trouver les paramètres θ tel que
p̂θpxq approche au mieux la distribution jointe de départ ppxq.
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1.2 Generatives Adversial Networks (GAN)

Il existe plusieurs types de modèles génératifs. Nous ne présenterons
que le plus connu d’entre eux : les Generatives Adversial Networks.

Cette fois, le modèle génératif n’est plus un seul réseau de neurones,
mais deux réseaux de neurones enchaînes. L’apprentissage se fera grâce
à ses deux réseaux de neurones en concurrence :

Le premier réseau de neurones appelé "Générateur" ne connaît pas
du tout le vrai tableau de données x et va essayer de le reproduire : Il
va tout d’abord créer à l’aveugle un faux échantillon à partir d’un bruit
aléatoire quelconque ("gaussien" dans la littérature).

L’autre réseau de neurones appelé "Discriminateur" qui lui est en
possession du véritable tableau de données x va ensuite prendre le relais :

Il va comparer les deux tableaux (le faux au vrai) pour prélever les
erreurs et défauts du faux échantillon généré par le premier. Il va effec-
tuer la rétro-propagation des erreurs dans le premier réseau de neurones
afin que celui-ci s’améliore à chaque boucle de l’apprentissage, et rendre
ainsi le faux échantillon généré de plus en plus proche de l’échantillon
du tableau de départ jusqu’à pouvoir tromper le Discriminateur.
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Synthèse

Cette étude, outre le fait de nous donner l’occasion d’effectuer un
véritable travail de recherche, nous a permis d’analyser un aspect pri-
mordial dans le métier d’actuaire : les données. Part indispensable à
toute analyse, nous avons du imaginer, penser et mettre en place des
moyens non triviaux afin de les reproduire en respectant leur diverses
caractéristiques. Nous ne copions pas les données, mais notre espoir est
d’en conserver un nombre raisonnable de propriétés.

Cinq méthodes se profilent dans ce support. Les méthodes précé-
demment nommées Proportions, Rot_theta et SMOTE sont puissantes
dans la conservation des caractéristiques des bases employées, ce qui
semble également représenter leur faiblesse : des valeurs trop similaires
à celles de la base initiale. Dans une autre catégorie nous trouvons la
méthode Paramétrique. Utilisable dans les cas où les lois des variables
sont connues ou peuvent être ajustées, inutile dans tous les autres. De
plus cette méthode coûte très cher en temps de calcul du fait de devoir
faire des ajustements de lois. Enfin la méthode des Noyaux gaussiens est
applicable en dimension "petite" (inférieure à 10), mais devient inutili-
sable au delà. La difficulté est de déterminer l’équilibre entre similitudes
et différences.

La conclusion est alors que ces méthodes sont acceptables dans cer-
taines limites, et qu’il serait très intéressant de les appliquer dans un cas
réel. Pour aller plus loin, il faudra se tourner vers le machine learning et
les modèles génératifs (GAN).

page 59



A CODES

A Codes

Voici une partie des principaux codes utilisés dans l’élaboration des
méthodes décrites tout au long du rapport.

# Les différentes bibliothèques utilisées

library(MASS) # pour certaines fonctionnalités statistiques
library(nnet) # pour l'utilisation des réseaux des neurones
library(ks) # pour générer des densités multidimensionnelles

########################

# Simulation d'un cercle (couronne de rayons a et b)

cercle=function(n,a,b){
x1=NULL
y1=NULL
k=0
while(k<n){ # On crée autant de points que nécessaires

x=runif(1,min = -sqrt(b),max=sqrt(b))
y=runif(1,min = -sqrt(b),max=sqrt(b))
if((x^2+y^2)<b & (x^2+y^2)>a ){

x1=c(x1,x)
y1=c(y1,y)
k=k+1

}
}
return(matrix(c(x1,y1),n,byrow=FALSE))

}

########################

# Définitions des principales tables utilisées lors de cette étude

n=200
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set.seed(1) # variables identiques à chaque compilation
gauss_init=round(rnorm(n,0,1),3) # la loi normale centrée réduite,

# avec arrondi à 3 décimales
plot(density(gauss_init))

set.seed(1)
exp_init=round(rexp(n,2),3) # la loi exponentielle de paramètre 2,

# avec arrondi à 3 décimales
plot(density(exp_init))

Table_init=cbind(gauss_init,exp_init)
plot(Table_init)

set.seed(1)
cercle_init=round(cercle(200,64,100),3)
# couronne de rayons 8 et 10 avec arrondi à 3 décimales
plot(cercle_init)

########################
# Méthode Proportions
########################

# Méthode Proportions sur une entrée x
# simulant par défaut coef=2 fois plus de valeurs
# sur I=100 intervalles de même longueur
# arrondies à arr=2 décimales

Proportions=function(x,coef=2,I=100,arr=2){

m=(max(x)-min(x)) # longueur de l'étendue des valeurs de x
t=seq(min(x),max(x),by=m/I) # vecteur contenant les I+1 bornes

# des I intervalles
t[I+1]=max(x) # On force la dernière valeur de t

# car pas toujours bonne (problème d'arrondi avec R)
p=NULL # vecteur des effectifs
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for(i in 1:I){
p[i]=length(which(x<=t[i+1]))-length(which(x<t[i]))
# détermination des effectifs de chaque intervalle

}
y=NULL # nouveau vecteur
for(i in 1:I){

y=c(y,runif(coef*p[i],t[i],t[i+1]))
# pioche uniforme de nouvelles valeurs

}
y=round(y,arr) # arrondi des nouvelles valeurs
return(y)

}

########################
# Méthode Proportions pour les quantiles
########################

# Méthode Proportions selon les quantiles de l'entrée x
# simulant par défaut coef=2 fois plus de valeurs
# sur des I=1/quant intervalles de longueurs variables
# arrondies à arr=2 décimales

Proportions_quant=function(x,coef=2,quant=.01,arr=2){
n=length(x)
I=1/quant # nombre d'intervalles selon quant
t=quantile(x,seq(0,1,quant))
t[I+1]=max(x)
y=NULL
for(i in 1:I){

y=c(y,runif(coef*n*quant,t[i],t[i+1]))
}
y=round(y,arr)
return(y)

}

########################
# Méthode Rot_theta
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########################

rtheta=function(x){
n=length(x[,1])
X=NULL
Y=NULL
theta=runif(n,0,2*pi) # tirage de n angles sur [0,2pi]
d=distance2(x[,1],x[,2]) # distribution des distances

# au plus proche voisin
for(i in 1:n){
# coordonnées des nouveaux points

X[i]=x[i,1]+cos(theta[i])*d[i]
Y[i]=x[i,2]+sin(theta[i])*d[i]

}
return(matrix(c(X,Y),n,byrow=F))

}

########################
# Méthode Rot_theta en dimension 3
########################

# z matrice réelle à 3 colonnes

rthetaphi=function(z){
n=length(z[,1])
X1=NULL
X2=NULL
X3=NULL
theta=runif(n,-pi/2,pi/2)
phi=runif(n,-pi,pi)
r=distance3(z[,1],z[,2],z[,3])
for(i in 1:n){

X1[i]=z[i,1]+r[i]*cos(theta[i])*cos(phi[i])
X2[i]=z[i,2]+r[i]*cos(theta[i])*sin(phi[i])
X3[i]=z[i,3]+r[i]*sin(theta[i])

}
return(matrix(c(X1,X2,X3),n,byrow=F))
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}

########################
# Méthode SMOTE
########################

# en dimension 2
# fonction retournant les coordonnées du plus proche
# voisin de chaque points ((x1,y1),....,(xn,yn))

plus_proches_voisins=function(x,y){
n=length(x)
x1=NULL
y1=NULL
d=matrix(rep(0,n*n),nrow=n)
for(i in 2:n){

for(j in 1:(i-1)){
d[i,j]=sqrt((y[j]-y[i])^2+(x[j]-x[i])^2)

}
}
d=d+diag(max(d),n)+t(d)
for(k in 1:n){

x1[k]=x[which.min(d[k,])]
y1[k]=y[which.min(d[k,])]

}
f=cbind(x1,y1)
return(f)

}

# méthode smote dans le cas particulier où on génère
# un seul nouveau point (x'i,y'i) entre le point (xi,yi)
# et son plus proche voisin

smote=function(x){
n=length(x[,1])
X=NULL
Y=NULL
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theta=runif(n,0,1)
d=plus_proches_voisins(x[,1],x[,2])
for(i in 1:n){

X[i]=x[i,1]+theta[i]*(d[i,1]-x[i])
Y[i]=x[i,2]+theta[i]*(d[i,2]-y[i])

}
return(matrix(c(X,Y),n,byrow=F))

}

########################
# Méthode NORTA
########################

# Avant d'écrire la fonction, on ajuste des lois théoriques
# sur les marginales du tableau x

# QQplot 1 (loi gamma)
fit1=fitdistr(x[,1],"gamma")
fit1

ks.test(x[,1], "pgamma", fit1$estimate[1],fit1$estimate[2])
u1=rgamma(length(x[,1]),shape=fit1$estimate[1],

rate=fit1$estimate[2])
qqplot(x[,1],u1)
abline(0,1)

# QQplot 2 (loi normale)
fit2=fitdistr(x[,2],"normal")
fit2

ks.test(x[,2], "pnorm", fit2$estimate[1],fit2$estimate[2])

u2=rnorm(length(x[,3]),mean=fit2$estimate[1],sd=fit2$estimate[2])
qqplot(x[,3],u2)
abline(0,1)

# QQplot 3 (loi normale)
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fit3=fitdistr(x[,3],"normal")
fit3

ks.test(x[,3], "pnorm", fit3$estimate[1],fit3$estimate[2])

u3=rnorm(length(x[,3]),mean=fit3$estimate[1],sd=fit3$estimate[2])
qqplot(x[,3],u3)
abline(0,1)

replication_param=function(x){
# on prend les corrélation du rang "spearman"
# car théoriquement les expressions de cor_y se
# simplifient et donc peuvent se coder facilement

cor_init=cor(x,method = "spearman")

# création de la matrice de corrélation cor_y
# à partir de la matrice de corrélation
# de Spearmann cor_init du tableau de départ tab_init

n=length(x[,1])
p=length(x[1,])
cor_y=matrix(0,nrow=p,ncol=p)
for(i in 1:p){

for(j in 1:p){
cor_y[i,j]=2*sin(pi*cor_init[i,j]/6)

}
}
for(i in 1:p){cor_y[i,i]=1}

# il faut simuler un vecteur normal y de matrice de corrélation
# cor_y afin d'avoir en retour
# après les transformations inverses,
# les bonnes marginales avec les bonnes corrélations cor_init

tab_rep=mvrnorm(n,mu=c(0,0,0),Sigma = cor_y)
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tab_rep[,1]=qgamma(pnorm(tab_rep[,1]),
shape=fit1$estimate[1],rate=fit1$estimate[2])

tab_rep[,2]=qnorm(pnorm(tab_rep[,2]),
mean=fit2$estimate[1],sd=fit2$estimate[2])

tab_rep[,3]=qnorm(pnorm(tab_rep[,3]),
mean=fit3$estimate[1],sd=fit3$estimate[2])

return(tab_rep)
}

########################
# Méthode des noyaux gaussiens
########################

# x est le tableau de départ

rep_noyaux_gaussien=fonction(x){
estimateur_de_f=kde(x)
y=rkde(length(x[,1]),estimateur_de_f)
return(y)

}

########################
# Quadrillage du plan
########################

quadrillage2=function(X,cases=10){
n=length(X[,1])

# délimitation de la zone quadrillée
t1=seq(min(X[,1]), max(X[,1]), by=(max(X[,1])- min(X[,1])) /cases)
t2=seq(min(X[,2]), max(X[,2]), by=(max(X[,2])- min(X[,2])) /cases)
# un faible dépassement des extrêmes est permis
t1[1]=min(X[,1])-10^-3 ; t1[length(t1)]=max(X[,1])+10^-3
t2[1]=min(X[,2])-10^-3 ; t2[length(t2)]=max(X[,2])+10^-3

l1=length(t1)
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l2=length(t2)

# les lignes suivantes permettent d'une part
# de compter les effectifs de chaque case, et d'autre part
# de pouvoir comparer visuellement le nuage de point
# avec le quadrillage
# (sinon le quadrillage n'est pas dans le bon sens)

p=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
for(i in 1:(l1-1)){

for(j in 1:(l2-1)){
p[i,j]=sum( (X[,1]<t1[i+1]) * (X[,1]>=t1[i])

*(X[,2]<t2[j+1]) * (X[,2]>=t2[j]) )
}

}
p=t(p)

q=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
for(i in 1:(l1-1)){

for(j in 1:(l2-1)){
q[i,j]=sum( (Y[,1]<t1[i+1]) * (Y[,1]>=t1[i])

*(Y[,2]<t2[j+1]) * (Y[,2]>=t2[j]) )
}

}
q=t(q)

Base=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
Replic=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
for(i in 1:(l1-1)){

Base[i,]=p[(l1-1)-i+1,]
Replic[i,]=q[(l1-1)-i+1,]

}
c=rep(-1,(l1-1)) # permet de séparer visuellement Base et Replic
Comp=cbind(Base,c,Replic)
return(Comp)

}
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########################
# Quadrillage de l'espace
########################

# X matrice réelle à 3 colonnes
# par défaut le programme crée 3*3*3 cases

# même principe qu'en dimension 2 mais seul un tableau est considéré
# pour un affichage plus pratique
# L'espace est vu comme des tranches
# qui subissent le traitement de quadrillage2

quadrillage3=function(X,cases=3){
n=length(X[,1])

t1=seq(min(X[,1]), max(X[,1]), by=(max(X[,1])- min(X[,1])) /cases)
t2=seq(min(X[,2]), max(X[,2]), by=(max(X[,2])- min(X[,2])) /cases)
t3=seq(min(X[,3]), max(X[,3]), by=(max(X[,3])- min(X[,3])) /cases)
t1[1]=min(X[,1])-10^-3 ; t1[length(t1)]=max(X[,1])+10^-3
t2[1]=min(X[,2])-10^-3 ; t2[length(t2)]=max(X[,2])+10^-3
t3[1]=min(X[,3])-10^-3 ; t3[length(t3)]=max(X[,3])+10^-3

l1=length(t1)
l2=length(t2)
l3=length(t3)

Total=rep(-1,l1-1)
c=rep(-1,l1-1)

for(k in 1:(l3-1)){
p=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
Base=matrix(rep(0,(l1-1)*(l2-1)),(l1-1),byrow=T)
for(j in 1:(l2-1)){

for(i in 1:(l1-1)){
p[i,j]=sum( (X[,1]<t1[i+1]) * (X[,1]>=t1[i])

*(X[,2]<t2[j+1]) * (X[,2]>=t2[j])
*(X[,3]<t3[k+1]) * (X[,3]>=t3[k]) )
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}
}
p=t(p)
for(i in 1:(l1-1)){

Base[i,]=p[(l1-1)-i+1,]
}
Total=cbind(Total,Base,c)
# l'affichage de chaque couche de l'espace est séparé par c

}
return(Total)

}

########################

# Validation Barycentres pour Table_init et méthode Proportions
# pour des raisons de puissance et de visibilité,
# nous ne simulons que 100 tables et non 1000

n=200

b_init=NULL
for(i in 1:100){ # génération des barycentres simulés

x1=round(rnorm(n,0,1),2)
x2=round(rexp(n,2),3)
b_init=rbind(b_init,c(mean(x1),mean(x2)))

}

b_rep=NULL
for(i in 1:100){ # génération des barycentres répliqués

y1=Proportions(Table_init[,1], I=10, arr=2)
y2=Proportions(Table_init[,2], I=10, arr=3)

Table_rep=matrix(rep(1,2*n),n,byrow=T)

for(i in 1:n){
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# formation de gauss_rep
a1=Table_init[i,1]
b1=which( abs(a1-y1) == min( abs(a1-y1) ) )[1]
Table_rep[i,1]=y1[b1]
y1=y1[-b1]

# formation de exp_rep
a2=Table_init[i,2]
b2=which( abs(a2-y2) == min( abs(a2-y2) ) )[1]
Table_rep[i,2]=y2[b2]
y2=y2[-b2]

}
b_rep=rbind(b_rep,c(mean(Table_rep[,1]),mean(Table_rep[,2])))
# matrice contenant les barycentres issus de la réplication

}

par(mfrow=c(1,2))
plot(b_init,col='black',main="Vue d'ensemble")
points(b_rep,col='red')
points(b[1],b[2],col='blue',pch=20)

plot(b_rep,col='red',main="Zoom sur b_rep")
points(b[1],b[2],col='blue',pch=20)

########################

# Utilisation de Proportions sur le cercle

n=200

x1=cercle_init[,1]
x2=cercle_init[,2]

y1=Proportions(x1,coef=2,I=100)
y2=Proportions(x2,coef=2,I=100)

Y=matrix(rep(1,2*n),n,byrow=T)
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for(i in 1:n){
a1=x1[i]
b1=which( abs(a1-y1) == min( abs(a1-y1) ) )[1]
Y[i,1]=y1[b1]
y1=y1[-b1]

a2=x2[i]
b2=which( abs(a2-y2) == min( abs(a2-y2) ) )[1]
Y[i,2]=y2[b2]
y2=y2[-b2]

}

cercle_proportions=Y

par(mfrow=c(1,2))
plot(cercle_init,col='black',main="Base")
points(cercle_proportions,col='red',main="Replication")

########################

# Utilisation de Rot_theta sur Table_init

Rot=rtheta(gauss_init,exp_init)

plot(Table_init,col='black',main='Rot_theta')
points(Rot,col='red')
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