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Premiére partie

Introduction



L[ne assurance est généralement décrite comme un service fournissant une
prestation a la survenance d’un sinistre. La prestation, généralement de nature
financiére, est destinée & des assurés de différentes catégories juridiques : il
peut s’agir d’une entreprise, d’une association ou d’un particulier. Toutefois,
en échange de cette "protection", chaque assuré s’engage & verser auprés de
I’assureur, et selon des modalités bien définies, une cotisation ou prime qui lui
permettra d’effectuer son provisionnement.

La problématique du provisionnement est liée & la nature méme de l'activité
d’assurance a savoir, [inversion du cycle de production. Les assureurs ayant
pris 'engagement d’indemniser tous les sinistres survenus pendant la période de
couverture, il convient de constituer des provisions pour indemniser les victimes
d’un sinistre, méme si celui-ci n’est déclaré, puis cloturé que des années plus

tard. Nous distinguons trois catégories de sinistres :

— Les sinistres clos : A la date d’inventaire, le sinistre est déclaré clos si
nous estimons que plus aucune indemnité ne sera versée a ’assuré. Il n’y
a donc aucun engagement résiduel ;

— Les sinistres ouverts : Ce sont les sinistres qui ont été déclarés a 1’assureur
avant la date d’inventaire mais dont nous ne connaissons pas avec certitude
les montants restants a régler a ’assuré;

— Les sinistres tardifs : Ces sinistres sont les plus difficiles & estimer pour
I’assureur car, bien qu’ils soient survenus durant la période de couverture,
I'assureur ne connait ni la quantité, ni la gravité de ces sinistres.

En particulier, pour les deux derniéres catégories de sinistres, ’assureur de-
vra donc estimer au mieux leur montant final dans le but d’assurer la solvabilité
de sa compagnie et de maniére plus globale, la pérennité du marché de ’assu-
rance.

Années de développement

2006 2008 2010 2012 2014

Temps calendaire

FIGURE 1 — Diagramme de Lexis

Le but de ce bureau d’études sera alors d’estimer la provision pour sinistre
a payer (PSAP), constituant la majeure partie des provisions techniques en as-
surance non vie puis, d’en estimer I'erreur de prédiction. Pour permettre 1’éva-



luation actuarielle de la PSAP, les modéles que nous utiliserons s’appuient sur
I’étude des triangles de liquidation, et plus particuliérement dans le cadre de
notre étude, sur les triangles de paiements. Ces triangles se décomposent en
deux parties :

— La partie supérieure du triangle ou figurent les montants des paiements
déja versés;

— La partie inférieure dont nous devrons estimer les montants encore incon-
nus a la date de calcul.

De plus, I'information présente dans ces triangles peut s’appréhender de trois
facons distinctes : par année de survenance, par année de déroulé et par année
calendaire.

T[T I4T5] | [0 17 [..[4]5] [0 1]..4 5
198 1988 @ 1988 L]
8
198 (@ @ [ 1989 @ 1989 L
9
19 | 1993 @ 1993 @ |
3
T
Lecture par année Lecture par année Lecture par année
de survenance de déroulé calendaire (ici paiements effec-
(ici survenus en 1988) (icil'année de survenance) és en 1993)

FIGURE 2 — Les différentes lectures d’un triangle de paiements

Pour obtenir le montant des provisions, nous devrons estimer les montants de
la partie inférieure du triangle de liquidation & partir de I'information disponible
dans la partie supérieure de celui-ci.

Pour ce faire, nous verrons dans un premier temps des méthodes dites dé-
terministes (Chain-Ladder, London-Chain, Bornhuetter-Ferguson) car ne pos-
sédant pas de cadre probabiliste. Comme le calcul de ’ensemble des provisions
a partir d’'une méthode n’est pas toujours optimal, les compagnies utilisent en
pratique diverses méthodes de provisionnement. Nous nous focaliserons dans ce
bureau d’études sur la combinaison des méthodes Chain-Ladder et Bornhuetter-

Ferguson.

En revanche, les méthodes déterministes ne nous permettent pas de calculer
Perreur de prédiction. C’est pourquoi, dans un second temps, nous utiliserons
des méthodes stochastiques inspirées de ces méthodes déterministes que sont
la méthode de Mack, la méthode du Bootstrap et la méthode de Bornhuetter-
Ferguson Stochastique.

Neéanmoins, ces méthodes permettent uniquement le calcul de ’erreur de pré-
diction des provisions dans le cadre de 1'utilisation d’une méthode bien précise :



a titre d’exemple, la méthode de Mack permet seulement d’estimer I'incertitude
de la provision déterminée par la méthode Chain-Ladder. Ainsi, nous étudierons
dans une derniére partie comment combiner plusieurs méthodes stochastiques
pour estimer le montant des provisions et I'erreur de prédiction qui lui est as-
sociée.
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0.1 Notions générales

Avant de débuter 1'étude des différentes méthodes de provisionnement, in-
troduisons quelques notions essentielles & la bonne compréhension des principes

qui vont suivre ainsi que diverses notations que nous conserverons tout au long
de ce rapport.

— en ligne, 'année de survenance, i = 0,...,n;

— en colonne, 'année de développement, j = 0,...,n;

=Y, j, les incréments de paiements pour 'année de développement j pour
les sinistres survenus 'année i;

— Cj,j, les paiements cumulés des j premiéres années de développement de
I’année de survenance i, .

Ainsi, a partir de ces notations, nous pouvons d’ores et déja établir le triangle
des incréments de paiements et le triangle des paiements cumulés associé.

Accident Années de développement
Années 0 1 k n-i n-1 n
0 Yo,0 Yoo o Yor . Yoni . Yon1 Yo
1 YLO Y171 Yl,k Yl,n—i Yl,n—l

i Yio Vi Yir o Vius

| | ]

n-k Yoko Y1 . Yok

| | |

n-1 Yo10 Ya_11

n Yn,O

TABLE 1 — Triangle des incréments de paiements, Y = (Y5 ;).
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Accident Années de développement
Années 0 1 k n-i n-1 n
0 Co,0 Co,1 Cok Co,n—i Con-1 Con
1 Cip Cip . Cigp . Cipg Cin—1
i Cio Cia Cik Cin—i
| | | |
n-k Cnko Chka Chnkk
| | |
n-1 Cno10 Cn1a
n Cn,O

Nous pouvons, par ailleurs, établir la relation suivante :

Vi, k € (0,

1,...,n),:

k
Cin=)»_Yi,

=0

0.2 Données utilisées

TABLE 2 — Triangle des paiements cumulés, C = (C; ;).

En ce qui concerne les données que nous utiliserons par la suite, nous avons
décidé d’appliquer les différentes méthodes sur des données de marché d’un assu-
reur automobile, extraites de 'article Dependent Loss Reserving Using Copulas,
et dont nous avons joint le détail en annexe. Ces données présentent ’avantage

de fournir les primes annuelles dont nous aurons besoin plus loin.
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Deuxiéme partie

Méthodes déterministes
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Chapitre 1

Méthode Chain-Ladder

1.1 Présentation du principe général

La méthode Chain-Ladder est une méthode standard, couramment utilisée
sur les marchés depuis les années 30 du fait de sa simplicité.

Cette méthode est applicable a toute sorte de triangles (de dépenses, de
charges, de nombre de sinistres). Cependant, au cours de notre étude, nous
nous contenterons de I’appliquer uniquement au triangle des paiements cumulés

C - (C’L,])‘

Remarquons également que la méthode Chain-Ladder nécessite 'hypothése
forte suivante :

Pour j = 0,1,...,n-1, les ratios des facteurs adjacents % sont indé-
2,7

pendants de I'année d’origine i.

Ainsi, V5 € (0,1,..n-1) :

C[Jyj Cle

Coj+r _ Cigyr . _ Cij41 _ Cnj—1441
” Cij Cnj—1,

Plus simplement, nous supposons que les années de survenance sont
indépendantes.

En plus de ces deux hypotheéses, la méthode Chain-Ladder repose sur le calcul
des différents facteurs de développement (J;), également appelés link ratios.

Cette méthode de provisionnement suggere d’approcher ces link ratios par
un estimateur naturel A; calculé & partir de la formule suivante :

n—j—1
Zi:o Ci,jJrl

Vj = 0,...,TL - I,Aj = Zn:ojfl Cij

Ainsi, a partir de ces conditions et de ’estimation des facteurs de développe-

14



ment, nous pouvons alors compléter le triangle inférieur des paiements cumulés :
Vi, j € (1,...,n),

Cij = Cin—id—iXj—1 = Cin_y |§ Y

k=n—i

En particulier, nous calculons alors les charges ultimes (S;) pour chaque
année d’accident i :

Vi € (0,1,...,n),

n—1
Si=Cin=Cini [[ M

k=n—1i

Enfin, nous déterminons respectivement les provisions par année d’accident
(P;) et la provision totale P par :

Vi € (1,...,n),
Ri=5,—0C;ni
R = Z?:l R;
1.2 Exemple d’application

Dans le but d’illustrer cette méthode, nous ’appliquons aux données présen-
tées dans l'introduction et disponibles en annexe.

i 0 1 2 3 1 5 6 7 8
N, | 1,794 1,195 1,090 1,045 1,020 1,010 1,004 1,002 1,001

TABLE 1.1 — Facteurs de développement en fonction des années de développe-
ment.
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lambda_j
14

FIGURE 1.1 — Courbe des facteurs de développement (X;).

Observations :

A partir du graphique précédent, nous observons une forte décroissance des
facteurs de développement au cours du temps. En effet, pour un sinistre déclaré,
la majorité des assurés sera en régle générale dédommagée les premiéres années.
Cette dynamique est également observable dans le triangle des incréments de
paiements (fournis en annexe) ol nous constatons une décroissance des pres-
tations pour une année d’accident i donnée. Ainsi, bien que la croissance des
provisions cumulées, matérialisée par les facteurs de développement (supérieurs
a 1), soit continue, celle-ci est moins importante que pour les premiéres années.

Années de développement

Années 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1988 1376 2588 3123 3437 3605 3685 3725 3740 3750 3755

1989 1576 3013 3666 4009 4197 4274 4309 4326 4339 \ 4 344

1990 1763 3304 3982 4347 4524 4602 4649 4675 \ 4 688 4693

1991 1780 3278 3940 4261 4424 4508 4562 \ 4582 4596 4601

1992 1843 3417 4030 4329 4506 4613 \ 4660 4681 4695 4700

1993 1962 3483 4065 4413 4650 \ 4744 4792 4814 4828 4833

1994 2033 3464 4097 4530 \ 4733 4828 4877 4899 4913 4919

1995 2072 3531 4258 \ 4641 4849 4946 4997 5020 5034 5040

1996 2211 3728 \ 4455 4856 5074 5176 5229 5252 5268 5273

1997 2207 3958 4730 5156 5387 5495 5551 5576 5593 5599

TABLE 1.2 — Triangle des paiements cumulés (en milliers) C = (C; ;) et leurs
projections futures C' = (C, ;).
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De plus, I'objectif méme de I'assureur étant de déterminer le montant des
prestations qu’il devra verser dans les années & venir, nous en déduisons le
tableau des provisions suivant :

Années | Provisions CL
1988 -
1989 4 727
1990 18 653
1991 38 931
1992 87 089
1993 182 757
1994 389 111
1995 781 855
1996 1 545 034
1997 3391 735
Total 6 439 892

TABLE 1.3 — Provisions Chain-Ladder.

Remarque : Nous avons également programmé cette méthode sur R, le code
étant joint en annexe. Ce programme nécessite le triangle des paiements cumulés

et calcule :
1. Le D-triangle que nous développerons plus loin ;

2. Les facteurs de développements A; correspondants & chaque année de dé-
veloppement ;

3. Le triangle des paiements cumulés C avec leurs projections futures C:

4. La provision totale.

1.3 Validation du modéle

Bien que nous ayons déterminé la provision totale, vérifions & présent que
les hypotheéses établies en début de chapitre sont vérifiées et notamment, 1’hy-
pothése de la constance des cadences de paiements.

Ainsi, en fixant j, si nous montrons que les (n-j) couples (C; ;, C; j+1), pour
tout i € (0,...,n-j-1), sont "sensiblement" alignés suivant une droite passant par
I’origine, cela supposera intuitivement 1’existence d’un facteur de développement
Aj, constant par année de développement, tel que :

Cij+1=XC;;,¥5=0,...,n—1

Nous nous contenterons ici de vérifier 'hypothése pour les deux premiéres
années de développement, c’est-a-dire, pour j=0,1. La représentation graphique

17



correspondante prendra la dénomination de C-C plots. Nous obtenons alors,
sous R, les graphiques ci-dessous :

2e+06 3e+06 4e+06
I I L
©

1e+06

0e+00
I

T T T T T T T
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000

F1GURE 1.2 — C-C plot pour j=0.

2e+06 3e+06 4e+06 5e+06
I I 1

1e+06

Oe+00
L

0e+00 1e+06 2e+06 3e+06 4e+06

F1GURE 1.3 — C-C plot pour j=1.

Cependant, la validation essentielle repose sur I’étude du triangle de déve-
loppement, dit D-triangle, composé des facteurs individuels suivants :

18



Cijt1

fij=—F—pouwri+j<n-—1
i,

Années 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1988 1.8800 1.2071 1.1005 1.0489 1.0222 1.0106 1.0040 1.00209 1.0011
1989 1.9117 1.2165 1.0935 1.0471 1.0183 1.0082 1.0040 1.0029
1990 1.8735 1.2055 1.0915 1.0407 1.0173 1.0103 1.0054
1991 1.8420 1.2018 1.0816 1.0382 1.0191 1.0119
1992 1.8537 1.1794 1.0743 1.0408 1.0236
1993 1.7747 1.1671 1.0855 1.0540
1994 1.7035 1.1829 1.1055
1995 1.7039  1.2059
1996 1.6864

FI1GURE 1.4 — Colonne du D-Triangle pour j=0,1,2.

TABLE 1.4 — D-Triangle (f; ;).

Nous en déduisons alors quelques statistiques représentées dans le tableau

qui suit :

19




Jj 0 1 2 3 4 5 6

7

Moyenne 1.8033 1.1958 1.0903 1.0450 1.0201 1.0102 1.0045

1.0029

Ecart-Type | 0.1169 0.0287 0.0160 0.0091 0.0035 0.0021 0.0010 0.0000

Beart-type 100 [ 6.5% 24% 15% 09% 03% 02% 0.1%

Moyenne

0.0%

TABLE 1.5 — Observation via des données statistiques du D-Triangle.

Observations : Comme nous l'avons vu précédemment, la méthode Chain-
Ladder s’appuie sur I'hypothése forte de I'indépendance des années de surve-
nance i. Ainsi, pour vérifier cette condition, nous nous intéressons aux données
relatives au D-triangle.

Dans notre cas, nous nous intéressons a 1’étude de la moyenne et de ’écart-type
des colonnes du D-triangle. Ainsi, pour j=0,...,7, nous observons une variation
maximale de 6.5% par rapport a la valeur moyenne (en valeur absolue). Nous
supposerons alors ’hypothése vérifiée dans notre étude.

20




Chapitre 2

Méthode London-Chain

2.1 Modéle théorique

La méthode dite London-Chain a été introduite par Benjamin et Eagles pour
le calcul des réserves au Lloyd’s en 1986. L’hypothése sous-jacente du modéle est
que la dynamique des C; ;, pour j fixé, est donnée par le modéle affine suivant :

Vi e (07 an—7— 1),07;_’]4,1 = )\jCl-,j + 6]'

avec, A\; et 3, des paramétres & estimer.

Ainsi, pour j toujours fixé, les (n-j) couples (C; j11,C; ;) doivent étre "sen-
siblement" alignés sur une méme droite affine.

De plus, pour les estimations de A; et 3;, elles sont déterminées par la
méthode des moindres carrés en minimisant :

d; = Z?;f_l(@,jﬂ =B = XNCij)? (1)

Ainsi, en annulant simultanément les dérivées partielles % et g%?, nous
J J
obtenons les estimateurs de A; et 3; dont les expressions respectives sont les

suivantes :

A\LC — = Ci,5Cii+1)=CiCin
J 5 (1T ) -CF

B¢ = Cjt1 — A°C;
ou, C’j et C']-H sont respectivement les moyennes des colonnes j et (j+1) :
~ 1 n—j—1
Cj =75 2i—c  Cig

~ o 1 n—j—1 o
Cj+1 = n= Z,;:o CmH

21



Démonstration :

En dérivant (1) respectivement par rapport a Aj et (B, et en en supposant
les dérivées partielles nulles, nous obtenons :

O = =23 T Ci(Ciga = BFC = NFCC) = 0 (2)

j n—j—1
55 = —220000 (Cij = BP9 = AFCCi;) = 0. (3)

De (3), nous en déduisons :
1 n—j—1
@LCi. Z (Cij+1 — )\JLCCi,j)

[ ——

puis,

BFC =Cj1 —AECC; | (4)

Par substitution du résultat (4) dans (2),

n—j—1
Y CijlCigir = Cipa +A(C; = Ciy)] = 0
=0

Ceci étant équivalent a :

n—j—1 ~
i CijCijt1—CijCin
n—j—1 ~2 O
Zi:o Ci,j - Cm C]

LC _
AFC =

En divisant le numérateur et le dénominateur par (n-j), nous obtenons fina-
lement que :

o a5 T CiiCi11) =G
ALC — B SRk =
J (X C?,j)fcij

n—j

Remarque :
En particulier, pour j=n-1, nous posons 591 = 0.

coa ZLC _ Cix
AlnSl, )\n71 = C’ij

22



2.2 Exemple d’application

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
)\fc 1.2524 1.1052 1.0516  1.0295 1.0120 1.0127 1.0103 1.0028 1.0011
BjLC 999 219 292 504 147 610 63 468 33397 - 7568 -24270 402 0

TABLE 2.1 — Estimation des paramétres )\JLC et BJ-LC par année de développe-
ment.
Années de développement
Années 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1988 1376 2588 3123 3437 3605 3685 3725 3740 3750 3755

1989 1576 3013 3666 4009 4197 4274 4310 4326 4339 4344

1990 1763 3304 3982 4347 4524 4602 4649 4675 4688 4693

1991 1780 3278 3940 4261 4424 4508 4562 4584 4597 4602

1992 1843 3417 4030 4329 4506 4612 4660 4684 4698 4703

1993 1962 3483 4065 4412 4650 4740 4790 4815 4829 4834

1994 2033 3464 4097 4530 4727 4818 4868 4894 4908 4913

1995 2072 3531 4258 4625 4825 4917 4969 4995 5010 5015

1996 2211 3728 4413 4788 4993 508 5141 5169 5184 5190

1997 2207 3763 4452 4829 5035 5130 5184 5213 5228 5233

TABLE 2.2 — Tableau des paiements cumulés.

Années | Provisions LC
1988 -
1989 4 727
1990 18 589
1991 40 801
1992 90 135
1993 183 571
1994 383 555
1995 757 458
1996 1461 701
1997 3026 472
Total 5 967 009

TABLE 2.3 — Provisions London-Chain.
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Chapitre 3

Méthode de
Bornhuetter-Ferguson

3.1 Présentation du principe général

Une autre méthode classique de provisionnement est la méthode de Bornhuetter-
Ferguson, développée en 1972. Sa particularité est d’estimer I'ultime et les pro-
visions en y intégrant une information exogéne au triangle de paiements. En
effet, les provisions sous Bornhuetter-Ferguson se déterminent a partir d’une
estimation des ultimes appelés ultimes a priori qu’on notera Us.

Pour déterminer 'ultime de Bornhuetter-Ferguson, nous appliquons la
relation suivante :

Vi e (0, e, — 1), Ci,n = Ci7n77,'+1 + (1 — Zn7i+1)Ui (1)
avec,

U;, un estimateur a priori de la charge ultime

Il existe différentes méthodes pour déterminer 'ultime a priori. Voici la mé-
thode que nous avons décidé de retenir :

1. Nous appliquons la méthode Chain-Ladder standard au triangle des paie-
ments cumulés C' = (C; ;) dans le but d’obtenir les charges ultimes Chain-
Ladder Ucy, = (Ucy,) tel que :

VZ c (07 ey U — 1)7 UCLi = Ci,n

24



2. Comme nous 'avions énoncé dans 'introduction, la méthode de Bornhuetter-
Ferguson implique 'utilisation d’une donnée exogéne. En effet, la méthode
requiert un avis d’expert (ou ezpert judgement) dans le but de déterminer
le loss ratio (ou ratio S/P) correspondant au quotient entre le coiit des
sinistres et les primes regues par 'assureur. C’est le travail le plus délicat a
effectuer du fait qu’il n’existe pas de méthode bien définie pour déterminer
ces ratios.

Dans notre étude, nous nous appuierons sur un graphique représentatif
de I’évolution des ratios. En effet, & partir des informations déja connues
(triangles des paiements cumulés et primes), nous pouvons déterminer,
pour chaque année d’accident et chaque année de survenance, les loss
ratios correspondants. Formellement,

Vi,j € (1,....,n—1),

(S/P)i; =

Ci,j
P,

%

Remarque :

— Idéalement, en plus de cette observation graphique, nous devrions nous
appuyer sur des données supplémentaires pour pouvoir expliquer cette
approche graphique. A titre d’exemple, dans le cadre des données auto-
mobiles comme c’est le cas dans notre étude, nous devrions nous appuyer
en plus sur les chiffres de la sécurité routiére, I’évolution du montant
des primes des contrats d’assurance, le montant de chaque sinistre, etc.
Cependant, nous nous contenterons uniquement de ’analyse graphique.

— Le programme R permettant d’obtenir le graphique est joint en annexe.

3. A présent, dans le but d’obtenir 'ultime a priori U = (U;) associé aux
années de survenance i, nous appliquons le calcul suivant :

Vie (0,...,n—1),U; = (S/P)retenu * P

4. Puis, en remarquant le raisonnement suivant :

1
anerl | FEED ¥
_ Cin—it1
T Cin—itix[ o1 Ak
o ChargeActuelle
~ UltimeChain—Ladder

Nous en déduisons I'ultime de Bornhuetter-Ferguson.

5. Enfin, en appliquant (1), nous obtenons les charges ultimes (C, ,,) puis
nous en déduisons les provisions pour chaque année d’accident i et la
provision finale.
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3.2 Exemple d’application

Dans le but de rendre I'exemple le plus exhaustif possible, nous choisissons
de reprendre chacune des étapes présentées dans la partie théorique.

Etape 1 :

Années Ucr
1988 3 754 555
1989 4 343 687
1990 4 693 275
1991 4 600 603
1992 4 699 623
1993 4 833 181
1994 | 4918 780
1995 5 039 555
1996 5273 289
1997 5 598 621

TABLE 3.1 — Calcul des ultimes Chain-Ladder Ucr = (Ucyr,)-

Etape 2 :
Nous obtenons le graphique ci-dessous dont la représentation est 1’évolution
des loss ratios.

ratio S/IP

ratio

T T T T T
2 4 6 8 10

année de développement

FI1GURE 3.1 — Evolution des loss ratios en fonction des années de développement.
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Nous observons une tendance dans I’évolution des ratios. En effet, ils croissent
rapidement durant les premiéres années, puis cette croissance s’essouffle et les
ratios stagnent sur les derniéres années. Pour les trois premiéres années, les loss
ratios tendent vers une limite avoisinant 80% puis, pour les années suivantes,
cette limite est plus faible (environ 70%). En prenant compte de ces observations,
un ratio S/P retenu de 72% semble étre un bon compromis pour 'utilisation de
la méthode de Bornhuetter-Ferguson.

Etape 3 :
Années | Ultime a Priori
1988 3 769 066
1989 4 268 420
1990 4 758 003
1991 5 083 358
1992 5 390 538
1993 5 663 555
1994 5 803 866
1995 6 191 503
1996 6 523 252
1997 6 748 734
TABLE 3.2 — Calcul des ultimes a priori U = (Uj;).
Etape 4 :

Années | Ultime BF | Provisions BF
1988 3 754 555 -
1989 4 343 605 4 645

1990 4 693 532 18 910
1991 4 604 689 43 017
1992 4712 426 99 892
1993 4 864 580 214 156
1994 4 988 797 459 128
1995 5 218 273 960 573

1996 5 639 519 1 911 264
1997 6 295 378 4 088 492
Total 7 800 077

TABLE 3.3 — Calcul de l'ultime BF C_,, = (C; ) et des provisions BF.
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Chapitre 4

Combinaison des deux
méthodes

Maintenant que nous avons étudié séparément les méthodes Chain-Ladder et
Bornhuetter-Ferguson, intéressons-nous a la combinaison de ces deux méthodes.

4.1 Comparaison de ces deux méthodes

La méthode de Bornhuetter-Ferguson ayant été développée plus récemment
que la méthode Chain-Ladder, nous pourrions supposer a priori qu’elle est plus
performante. Néanmoins, ces méthodes ont chacune leurs avantages et inconvé-
nients.

— Avantages Chain-Ladder :

La méthode de provisionnement Chain-Ladder demeure la méthode la plus
connue et la plus appliquée de toutes les méthodes déterministes utilisant le
développement d’un triangle. Elle doit son succés notamment a sa facilité de
mise en ceuvre et peut étre employée sur différents types de données (triangle
de paiements cumulés, charges de sinistres, etc.).

— Inconvénients Chain-Ladder :

En revanche, celle-ci présente quelques inconvénients. En effet, nous ne pou-
vons pas appliquer la méthode Chain-Ladder sur n’importe quel triangle de
paiements, il faut que celui-ci vérifie certaines hypothéses. Par exemple, il existe
des triangles dits instables ot le nombre de sinistres varie brutalement d’une
année & une autre pour une année d’accident i fixée.

De plus, le calcul des provisions est fortement lié au dernier montant de
sinistre connu. Dés lors, il y a un risque de biais sur le montant des provisions
calculées.

Enfin, pour les années récentes, l'incertitude est trés importante : le coeffi-
cient multiplicatif de la derniére année est le produit de (n-1) estimations de
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coeflicients de proportionnalité. Ainsi, I'incertitude est d’autant plus grande que
les branches sont longues.

— Avantages Bornhuetter-Ferguson :

Un des avantages de la méthode Bornhuetter-Ferguson est qu’en plus d’uti-
liser le triangle de paiements, elle incorpore une information exogéne appelée
avis d’expert pour estimer la charge ultime des sinistres d’une année d’inci-
dence donnée. En effet, elle se base sur une combinaison des méthodes du Loss
Ratio (méthode selon laquelle nous supposons connaitre le rapport du cott des
sinistres sur la prime ultime) et de Chain-Ladder.

Un autre avantage de ne pas dépendre du dernier montant observé est qu’il
n’est pas nécessaire d’avoir un triangle contenant beaucoup d’années pour ob-
tenir de bonnes provisions.

— Inconvénients Bornhuetter-Ferguson :

La détermination du Loss ratio est fortement subjective et dépend beaucoup
de 'expert. Si ce Loss ratio est mal estimé, nous courrons ainsi le risque d’estimer
une charge ultime des sinistres fortement biaisée étant donné qu’elle dépend
fortement de ce ratio. La méthode ne garantit donc pas une stabilité du résultat
année apreés année.

Conclusion :

Compte-tenu de ces remarques, il parait logique que certaines compagnies
d’assurance utilisent une combinaison de ces deux méthodes de provisionnement
pour utiliser leur avantages respectifs et minimiser leurs défauts.

Ainsi, pour un triangle avec un nombre d’années de paiements non négli-
geable, nous retiendrons que la meilleure approche est de garder les premiéres
provisions fournies par la méthode Chain-Ladder puis de conserver les derniéres
provisions déduites de I'application de la méthode Bornhuetter-Ferguson. En
effet, nous avons vu que la méthode Chain-Ladder est efficace pour estimer les
provisions des survenances anciennes mais donne des estimations approximatives
pour les années récentes en raison du peu d’informations disponibles. A contra-
rio, les provisions récentes sous Bornhuetter-Ferguson seront davantage calculées
& partir de I'information exogéne au triangle. Les provisions alors calculées se-
ront meilleures que les provisions approximatives fournies par Chain-Ladder, du
fait de la prise en compte des ultimes a priori.

4.2 Raisonnement théorique

Comme nous venons de le voir, chacune des deux méthodes est a appliquer
dans des situations distinctes, les durées d’application étant déterminées par
I'utilisateur. Par exemple, ce dernier pourra décider d’appliquer la méthode
Chain-Ladder standard sur les m premiéres années puis la méthode Bornhuetter-
Ferguson, sur les (n-m+1) derniéres années.
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Il semble tout a fait légitime de se demander, & présent, comment nous
devrons procéder. N’oublions pas que le probléme de ’assureur est de déterminer
ses provisions.

Ainsi, pour résoudre ce probléme & partir de la combinaison des deux mé-
thodes, il devra appliquer chacune d’entre elles en totalité puis sélectionner les
provisions qui 'intéressent comme le présente le tableau suivant :

Années | Provisions CL | Provisions BF | Provisions retenues
0 _ _ _
1 PCL1 PBﬁ PCL1
m-1 Per,, Prr— Per,,
m Pcr,, Prrr Pcr,,
m-+1 Permt Pgp,,., Pgp,, .
n Per- Ppp, Ppp,

TABLE 4.1 — Tableau des provisions retenues.

4.3

Dans notre exemple, nous choisissons de raisonner de la fagon suivante :
— Nous appliquons la méthode Chain-Ladder standard sur la période de

Application

survenance 1988-1994 ;
— Puis, la méthode Bornhuetter-Ferguson aux années 1995-1997.

Années | Provisions CL | Provisions BF | Provisions retenues
1988 - - -
1989 4727 4 645 4727
1990 18 653 18 910 18 653
1991 38 931 43 017 38 931
1992 87 089 99 892 87 089
1993 182 757 214 156 182 757
1994 389 111 459 128 389 111
1995 781 855 960 573 960 573
1996 1 545 034 1911 264 1911 264
1997 3391 735 4 088 492 4 088 492
Total 6 439 892 7 800 077 7 681 597

TABLE 4.2 — Tableau récapitulant les provisions respectives Chain-Ladder et
Bornhuetter-Ferguson ainsi que les provisions retenues et la provision totale.
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Troisiéme partie

Méthodes stochastiques
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Objectifs :

— Estimer les provisions;

— Connaitre les propriétés stochastiques de ces provisions, notamment 1’er-
reur de prédiction dans le but d’évaluer le degré de certitude ou d’incerti-
tude des prévisions.

Remarque : En ce qui concerne les raisonnements qui vont suivre, nous re-
prenons les notations de T. Mack introduites dans Darticle Distribution-free
calculation of the standard error of chain ladder reserve estimates (1993) afin
de faciliter la lecture de ce document. Ainsi, nous considérons des années
d’origine et délais de réglement des triangles variant de 1 a n (contre
0 & n précédemment).
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Chapitre 5

Méthode de Mack

5.1 Hypothéses du modéle de Mack

La méthode de Mack est la premiére méthode faisant intervenir la notion
d’incertitude dans la méthode déterministe Chain-Ladder. En effet, elle permet
de mesurer l'incertitude associée a la prédiction du montant des provisions que
doit faire ’assureur.

Cette méthode s’appuie sur trois hypothéses :

(H1) : Les années de survenance des sinistres sont indépendantes les
unes des autres, c’est-a-dire, C; ; et C} ; sont indépendants sii # k.

(H2) :
Vi=1,.n,Vj=1..n—1,

E[Ci’j+1 ‘Ci,l» ceey Ci,j] = )\jCi,j

Cette seconde hypothése suppose alors que le passage d’'une année de
développement & 'autre est décrit en termes d’espérance.

Rappelons que A; correspond au facteur de développement associé a
I’année de développement j dont ’estimateur 5\]- est déterminé par la
relation suivante :

N i
Vi=1,.,n—1\ = 2zt Cij+1

>ici Cij
Il est important de noter que les facteurs 5\j sont des estimateurs de A; sans
biais.
Démonstration :
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Soit, pour j=1,...n, T; = {C;p : h < j,i+j < n+ 1}, la partie du triangle

supérieur limitée au délai de réglement j, nous avons :
E[C;,j+11T5] = E[C; j41]Ci 1y ., Ci 5] = A Ci

puis,
S oici ElCiinl|Ty] — 37! MiCiyy

=

n—j
it Gt o

— J] = — —
>oisi Cij >oici Cij Yl Cij

puis, par conditionnement :

E[

E[\] = E[E[N|T;]) = E[N] = A
Cette derniére inégalité démontrant alors I'assertion selon laquelle 5\j est un

estimateur sans biais de A;.

(H3) :

Vi=1,..,n,Vj=1,..,n—1,1il existe un paramétres o; tel que :

Var(C’i,jH |C’i717 N Ci, } = O'?Ciﬂ'

C n est un estimateur de Cj,, avec :

Cimn = Cing1—idn—it1.--An_1

Dans son raisonnement, Mack propose également un estimateur sans biais

de 032 que nous noterons ici SJQ- :

st Cig (7 = Ny)?

2]

; 2 _ 1
Vi<j<n-—2 5/ ===

4
2 _ s (Sna g2 2
Sn—l - mzn{ si 37871—27871—3}

Démonstation :
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-

2: CJ+1 2
. > —\ T
n*‘]*l CZJ( C] )\J) | J]

i=1 >

E[S}T;] = [

1 = JE[CJH\T

- iy s - cuiny +siE sm

—J i=1

1 HE[C? 11T

— 2 2
_nfjfl(; o 2]E[' C”)\J|T —HEZC”)\J
1 n—j E[02 +1‘T n—j )
:n—j—l(; ZC”AJ\T i)
Or,
n—j ~.
Var[\;|T;] = Var[%m]
21:1 Cij
_ 2ii Var[Ci i |T]
(i Cij)?
_ Xt VCz;jU?
(i Cij)?
>imi Ci;
Puis,

1 "jC7a +02.02
E[SflTj]Zn_j_l(Z - i S ZC,JZ o +23)

i=1 i=1 i

_ 2
=0;

Enfin, en composant par ’espérance, nous obtenons alors :
2 2
E[S5] = E[E[SS|T}] = o
|

Remarque : Le modéle de Mack considére implicitement que les paiements
cumulés suivent une distribution normale avec une moyenne et une variance qui
sont décrites dans les hypotheses (H2) et (H3).
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5.2 Mesure de 'incertitude de ’estimateur

Sous ces hypothéses, Mack obtient une formule fermée pour la variance de
la charge ultime. Nous calculons 'erreur quadratique moyenne (MSEP - Mean
Square of Error of Predicion) en conditionnant par rapport aux données passées :

MSEP(C;) =E[(Cip — Cin)?|Cij:i+35 <n+1]
Nous en déduisons :

De plus, en posant ]:2z = CA’i,n—Ci,n,iH, la provision étudiée, J%i—Ri = C’i,n—

C;.pn conduit & MSEP(R;) = MSEP(C;,,) et a erreur standard SEP(R;) =
VMSEP(R,))

Puis, avec R = ", R;, des estimateurs de MSEP(R;) et MSEP(R) sont
respectivement :

<o

1 1 .
— + = our i = 2,...n
(Cm et Ck,j)’ b ’

MSEP(Ri) = C2, 5070 .\ 5

R

~ ~ ~ ~ ~ ~ _ 252
MSEP(R) = Ly {MSEP(R:) + Cin(Shmiir Con) (Zjon i1 s )}
J =1 5

5.3 Exemple d’application

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
\; | 1,794 1,195 1,090 1,045 1,020 1,000 1,004 1,003 1,001
57114202 966 455 156 31 10 3 00004 6.10°%

TABLE 5.1 — Estimation des paramétres (A\;)(j—1,...n—1) €t (0;)(j=1,....n—1)-
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i 1089 1990 1991 1992 1993 1094 1995 1996 1097
R 4727 18653 38931 87089 182757 389111 781855 1545034 3391735
MSEP(R;) | 05535 3150 1.91.107 7.97.107 2.64.10°5 1.18.10° 3.86.10° 9.83.10° 8.16.10™°
SEP(R;) | 0.7440 56 4376 8927 16262 34287 62107 99142 285577
SE%@) 0,02% 0.3%  112%  10,2% 8,9% 8,9% 7,9% 6,4% 8,4%

avec,

TABLE 5.2 — Mesures de risque conditionnel de prédiction.

R = 6 439 892
MSEP(R) = 1,04.10%!

Nous en déduisons alors l'erreur de prédiction suivante :

Erreur de Prédiction = V MSEPR = 322 527
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Chapitre 6

Méthode du Bootstrap -
Variante Chain-Ladder

La méthode du Bootstrap est une méthode relativement récente consistant
a fabriquer de 'information et & fournir des réponses la ou les autres méthodes
ne sont pas applicables (manque d’information, calculs impossibles...)

Le principe général de la méthode du Bootstrap est le rééchantillonage par re-
placement. Dans notre étude, nous choisissons d’appliquer la méthode du Boots-
trap dans le cadre des hypothéses de Mack.

L’erreur de prédiction peut s’interpréter comme la combinaison de deux er-
reurs sous-jacentes que sont respectivement l’erreur de processus et I’erreur de
simulation.

— L’erreur d’estimation est introduite lors du ré-échantillonage par replace-
ment des résidus de Pearson.
Plus généralement, les résidus peuvent se traduire mathématiquement de
la facon suivante :

e Var[fiyj]

De plus, des hypothéses (H2) et (H3) de Mack et de ’égalité f; ; = %

ou (f; ;) sont les coordonnées du D-triangle, nous en déduisons pour tout
i=1,...n:

IE[fi7j|Ci71, vy Ci,j] = )‘j
Var(fi j|Ci1, ..., Cijl = &=
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Par substitution, nous obtenons alors les résidus de Pearson propres au
modéle de Mack :

V0ij(fij —Aj)

,avec w; j = Cy -1
0j

rij = rPs(fig, Nj> Wi, 05) =

L’erreur de processus, quant a elle, est introduite lors d’un tirage aléatoire
des éléments du triangle inférieur projeté (C’;‘ j) obtenu aprés inversion
des résidus rééchantillonés. Dans notre étude, nous effectuons ce tirage
aléatoire par le biais d’une loi normale dont 1’espérance et la variance sont
déduites des hypothéses (H2) et (H3) de Mack :

C‘i,j|CZj = N(S\JC* UJQCZJ>

4,77

St w5 F B
=iz -t dont les nouveaux facteurs de développement

avec \; = —T
J ST wiy
( lBJ) sont issus de l'inversion des résidus de Pearson replacés.
;
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Pour plus de clarté, résumons a présent les différentes étapes :
1. Calcul du D-triangle (f; ;), des (A;) et des (UJZ) ;
2. Calcul du triangle des résidus supérieurs :

Vi (fij —Aj)

Tij =
0j

Boucle (avec N, le nombre de simulations) :

3. Rééchantillonage par replacement des résidus que nous notons
alors :

5 _ VO = A)

ro. =
i, ]
0j
4. Calcul des link ratios simulés :
n—j+1 B
- ZA_ w; i [ O
=1 i,5.J 4,
No= T avee [P =B L )\

J n—j+1 5,5 — '4,] —
dici Wi vV Wisj

5. Calcul du triangle inférieur des paiements cumulés (C7;) a partir
de la méthode Chain-Ladder;

6. Simulation par une loi normale des données (C; ;) tel que :

Cij+1|Cr; = N(X,Cf 4, 03C5)

7,79

Enfin, nous obtenons N estimations de la provision totale R dont Décart-
type correspond & ’erreur de processus.
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Chapitre 7

Méthode du Bootstrap -
Combinaison Chain-
Ladder /Bornhuetter-Ferguson

Dans le but d’apporter une premiére réponse au probléme posé, la méthode
du Bootstrap appliquée a la combinaison Chain-Ladder/Bornhuetter-Ferguson
semble étre appropriée.

Nous aurons ici besoin de revenir sur les acquis de la combinaison de ces
méthodes étudiée dans la premiére partie. En effet, chaque méthode doit étre
appliquée dans un contexte bien défini : la méthode Chain-Ladder s’applique
parfaitement aux sinistres anciens et la méthode Bornhuetter-Ferguson davan-
tage adaptée aux années récentes.

Ainsi, une fois I’étape 6 (du raisonnement du chapitre précédent) atteinte,
calculons & partir des données simulées (C; ;) :
— Les provisions mathématiques Chain-Ladder aux k années les plus an-
ciennes ;
— Les provisions mathématiques Bornhuetter-Ferguson aux (n-k) années les
plus récentes.

Remarque : Dans le second cas, il nous suffira d’appliquer la méthode Bornhuetter-

Ferguson déterministe pour parvenir au calcul de la provision.

Une fois ces provisions Chain-Ladder /Bornhuetter-Ferguson et les N simu-
lation établies, l’erreur de prédiction sera finalement déduite de I’écart type de
la provision totale.

Ci-dessous, un schéma du raisonnement :
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-des \;j
Donnees . - du D-triangle f; ;

>

Calcul du triangle supérieur
des résidus de Pearson

VWi (fii=Aj)

%

N

Tij =

N |-

Retour Boucle

PCL PCL PBF PBF
1 stk P kD £z "
+ i Rééchantillonage par
replacement des
résidus

Calcul Provisions CL Calcul Provisions BF
pouri=1,..,k pour i = (k+1),...,n

<=

BOUCLE

(N simulations)

N

Calcul des Link
Ratios simulés };

Tirage aléatoire des C; ;

G, lCr, = N(XC5,_,02Cri_y)

ig 1Yij-1T -1’

<=

Calcul du triangle inférieur des
paiements cumulés (CL)

FIGURE 7.1 — Raisonnement théorique de la méthode du Bootstrap combinée
CL/BF.
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Chapitre 8

Méthode
Bornhuetter-Ferguson
Stochastique

Il existe différents modéles de la méthode de Bonrhuetter-Ferguson Sto-
chastique pour déterminer ’erreur de prédiction. Parmi elles, figure une mé-
thode proposée par Mack, introduite dans le document The Prediction Error
of Bornhuetter-Ferguson (2008), et une méthode développée par Alai, Merz
et Wiithrich présentée dans l'article Mean Square Error of Prediction in the
Bornhuetter-Ferguson Claims Reserving Methods (2009). Nous choisirons ici de
développer la premiére méthode.

8.1 Introduction des notations

Dans son modéle, Mack reprend la formule des réserves introduite dans la mé-
thode Bornhuetter-Ferguson déterministe étudiée préalablement que nous rap-
pelons ici :

Vi € (0, ey — 1),Ri3F = (1 — Zn,_¢+1)Ui
avec,

Vie (0,...,n—1), Z; = m, la cadence des réglements cumulés
U;, un estimateur a priori de la charge ultime

Les provisions calculées & partir de cette méthode considérent le développe-
ment des sinistres jusqu’a I'ultime ; ’estimation des paramétres dans le modéle
de Mack doit donc prendre en compte la queue de développement. C’est pour-
quoi, les années de développement j appartiennent a lintervalle [1,n+1] dans
notre modéle.
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Comme nous 'avons étudié dans le cadre déterministe, I’avantage de la mé-
thode Bornhuetter-Ferguson résulte de l'intégration de données exogénes. En
effet, la méthode requiert l'intégration d’une estimation de la charge ultime a
priori (U;) et de l'incertitude associée a cet estimateur. Ainsi, erreur de prédic-
tion obtenue dépendra alors en partie de 'intégration de ce jugement d’expert.

Dans sa méthode, Mack introduit le modéle suivant en notant S;j,7 =
1,...n,k=1,...,n+ 1, les incréments de paiements :

— Les incréments .S; , sont indépendants;
— %4, Yk sont des parameétres inconnus tels que : E[S; ;] = z;yx
avec ,

{ ZZ:; yr = 1 avec k =1,...,n et ol y; s’interpréte comme la cadence de réglements non cumulés

— De méme, Mack introduit le vecteur s? de la maniére suivante :
) k

Var[S; k] = sr:isi ;

Pour la suite du raisonnement, nous estimerons les x; par U;, ce qui nous
permettra de définir les estimateurs suivants :

n+l—k .
o = Sk 1 < k<

Epjll—k zi I — — ’
~2 1 - n+1l—k (S,ﬂkleyk)g .
Sk = n—k 2ui=1 x; I<k<n-—1;

Par la suite, I'actuaire devra déterminer g} et $2* pour 1 < n+1, a partir
des méthodes de régression et de lissage des données. En ce qui concerne les
estimations des cadences des réglements non cumulés, nous vérifierons en plus

1 A
Zzn:ﬁ g7 = 1.

L’ajustement et 'extrapolation de ces paramétres nous permettent alors
d’obtenir une estimation de la provision Bornhuetter-Ferguson :

k
Ry =Ui(§hyo s+ + 0hs1) = Us(1 = 2541 ,), avec 25 = > 4

i=1

8.2 Calcul de erreur de prédiction
Dans ce cadre, nous définissons la MSEP (ou Mean Squared Error of Predic-

tion) de la provision Bornhuetter-Ferguson R}, pour chaque année de survenance
i, par ’espérance conditionnelle :
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MSEP(R?) = E[(R} — R)?|Si1, - Sini1d]

A partir de ’hypothése d’'indépendance des S; i, nous obtenons :

MSEP(R?Y) = E[(R! — R;)?]
= Var[(R} — R;) + (E[R]] — E[R:])?]
= Var[R}] + V[R)]

Pour déterminer 'erreur de prédiction, il suffit donc de faire la somme de
Verreur d’estimation Var[R}] et de lerreur de processus Var[R;]. L’erreur de
processus est estimée simplement par :

Var[R;] = U; (8% o_; + ... + 8251)

En revanche, déterminer I'erreur d’estimation est un peu plus compliqué. En
effet, pour commencer nous devrons d’abord calculer I'incertitude des ultimes a
priori U; :

< > 2 n Uj r_ U
MSEU;) = 27 S0, Py — &b=)?

sous ’hypothése de non corrélation des U..

Ensuite, il nous faudra estimer 'erreur sur les cadences de réglements incré-
mentaux ¥ :

§2*

— k
- n+l1—=k 7.
Zj+1 Uj

MSE(j;)

En ce qui concerne le dernier facteur ¢,,1, U'incertitude sera déterminée de
maniére exogéne; il est fréquent de poser :

MSE(jy 1) = 59n11

Il en découlera alors ’erreur d’estimation des cadences de réglements cumulés
ZA’k :

MSE(2;) = min(MSE(g}) + ... + MSE(§}), MSE(fjiy,) + - + MSE(§11)),
MSE(2%,,) = 0.

Apres ces calculs intermédiaires, I’erreur de prédiction de la provision Bornhuetter-
Ferguson R; pour 'année de survenance i, i = 1,...,n, s’écrira de la maniére
suivante :
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MSEP(R}) = UA(AE:HH‘ A+ E)

Erreur de processus

+ (U + MSE(U))MSE(3n41-:) + MSEU)(1 — 25 1_;)

Erreur d’estimation

L’erreur de prédiction de la provision totale R* sera un peu plus complexe
que la simple somme des R, du fait de leur corrélation, et sera calculée ainsi :

MSEP(R*) = Var[R] + Var|R*|

n
§ A2* A2%
n+2 7 + ...+ 8n+1)

Erreur de processus Var[R]

Z (U} + MSE(U:))MSE(2y41-5) + MSE(U;)(1 — 254, ;) + 2 Cov(R}, R})

i<j

Erreur d’estimation Var[R*]

La covariance étant donnée par la formule suivante :

Cov(R;, ) = 5\ MBE(U)\ MSEW0,)(1 — 20y )(1 — Ziir))

T 55 MBE(2,,_ )\ MSE(, )00,

et les coefficients de corrélation estimés comme il suit :

é:;Jrl—j(l *2;+1—i)

o C s -
Pij = o i—z ),pourz<jetz1§...§zn+l,
n+1l—1¢ n+l—j
et
Y i= ﬁ pour un coefficient de corrélation constant,
ou pV. = —L1—  pour un coefficient de corrélation décroissant.
i,J 1+[i—g]

Pour déterminer I'incertitude liée aux provisions de Bornhuetter-Ferguson,
il nous faudra alors prendre la racine carrée du MSEP(R*). L’avantage de ce
modéle réside dans la grande liberté laissée a ’actuaire pour déterminer les
paramétres. Il pourra ainsi les ajuster selon la branche considérée.
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8.3 Application numérique

La premiére étape est donc de déterminer g7, a partir des g calculés grace
a la formule vue précédemment. Nous avons donc ajusté une régression log-
linéaire pour expliquer les cadences de réglement incrémentales y; en fonction
des années de développement, et obtenu des résultats trés satisfaisants, avec
un R?ljust de 99%. De cette maniére, nous avons obtenu par extrapolation une
valeur pour §j;.

D —
(\I.I 1
E —]
8 @ 4
C] —_
il T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
annee_devy

FIGURE 8.1 — Représentation des logarithmes des cadences y; en fonction des
années de développement.

De la méme maniére, mais en utilisant la racine carrée plutdt que le loga-

rithme pour cause de meilleurs résultats, nous avons ajusté une régression sur
A a2 : ok 2

les parameétres §5* en fonction des valeurs absolues ||, pour un Rg;,, de 89%,

et ainsi extrapoler §25 et 8%;.
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y_adjust

FIGURE 8.2 — Représentation de la racine des §?* en fonction des valeurs absolues
|95 1.

Pour les parametres g7 et §?*, nous obtenons alors les valeurs suivantes :

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
g7 | 0.3906 0.3130 0.1388 0.0768 0.0418 0.0195 0.0102 0.0045 0.0029 0.0011 0.0007
:§3* 27475 18274 4426 1773 80.1 38.1 25.1 18.6 16.9 15.1 14.7

TABLE 8.1 — Paramétres estimés dans la méthode de Mack

Nous avons également d porter un jugement d’expert sur l'incertitude de
la cadence de réglement incrémentale 7. En observant que les cadences 4j, et
U7, étaient trés proches, nous avons établi I'incertitude sur la derniére cadence
de réglement de sorte qu'elle soit égale & MSE(jj%,).

Impact du coefficient de corrélation sur ’erreur de prédiction de
la provision

Dans la partie théorique vue précédemment, nous avons fait I’hypothése
que les Ul n’étaient pas corrélés pour le calcul de 'erreur associée. Or dans la
pratique, il est trés rare que cette hypothése soit vérifiée et les U; sont tres
souvent positivement corrélés. Nous avons alors distingué deux cas, un premier
ou le coefficient de corrélation est constant et un second o il est décroissant.
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Nous avons donc commencé par étudier le cas d’un coefficient de corrélation
constant. Nous avons alors :

U _ 1 _ 1 __
Py = = L =31,62%

L’erreur d’estimation des ultimes a priori s’écrit alors :

MSE(U;) = 2= Y0, P(5 - Z,’,ﬁj’;:)a pour i =1,...n

J

Dés lors, nous avons obtenu les résultats suivants :

PSAP estimée | Erreur de prédiction
1988 2 571 10 584
1989 7763 16 783
1990 22 109 21 104
1991 42 616 23 636
1992 91 619 27 804
1993 189 319 34 887
1994 401 522 50 490
1995 816 642 83 565
1996 1 650 152 148 122
1997 3 742 933 299 068
TOTAL 6 967 247 425 483

TABLE 8.2 — PSAP et incertitude & 'ultime estimées.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas d’'un coefficient de corrélation
décroissant. Nous avons alors :

~U __ 1
Pij = THi—j

L’erreur d’estimation des ultimes a priori s’écrit alors :

~ ~ X (‘]7 nilﬁ .
MSEU;) = n_lj}ﬂ E?:l PJ(E - %’%;1 P: )2, pouri=1,..,n

De ces formules, nous avons obtenu les résultats récapitulés dans le tableau

suivant :

49



PSAP estimée | Erreur de prédiction
1988 2 571 10 589
1989 7763 16 793
1990 22 109 21 129
1991 42 616 23 706
1992 91 619 28 058
1993 189 319 35 713
1994 401 522 52 953
1995 816 642 89 533
1996 1 650 152 160 586
1997 3 742 933 325 986
TOTAL 6 967 247 482 428

TABLE 8.3 — PSAP et incertitude & 'ultime estimées.

Remarque : Sous des hypothéses portant sur la distribution des provisions,
il est possible de construire des intervalles de prédiction pour R. Nous pouvons
cependant noter le caractére arbitraire d’un tel choix, a 'opposé du caractére
non paramétrique de cette approche.

Prenons lexemple d’une distribution Normale N (,02) avec p = R0 =
\ M gEP(R), un intervalle de prédiction pour R calculé avec les quantiles a

40% et a 80% est :

[R + (J40\/WP(R); R+ qgo\/m}

ol q40 et ggo sont les quantiles de la loi normale standard.

Pour le cas du coefficient de corrélation de décroissant pour les Ui, cela
nous conduit & un intervalle de prédiction : [6 845 025;7 373 269], et pour un
coefficient de corrélation constant on obtient Uintervalle suivant : [6 859 452 ;7
325 343]
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Quatriéme partie

Etude des résultats
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Chapitre 9

Résumé des résultats obtenus
et commentaires

Meéthodes Déterministes Méthodes Stochastiques
Méthode CL LC BF Bootstrap | Bootstrap | Mack BF
de Prov. | Standard Dét. CL CL/BF Stoch.
Prov.
Totale 6 440 5 967 7 506 6 614 7 455 6 440 | 6 967
Erreur de

TABLE 9.1 — Résumé des différents résultats obtenus précédemment (en milliers).

Observations : Tout d’abord, nous pouvons noter ’écart existant sur 1’es-
timation de la provision (de l'ordre d’une dizaine de pour cent entre la plus
petite et la plus grande valeur) selon la méthode utilisée. En effet, les méthodes
reposant sur Chain-Ladder semblent légérement sous-estimer la provision et &
Iinverse, celles reposant sur Bornhuetter-Ferguson ont une tendance a la sures-
timation ; le pilotage de l'actuaire via son ratio S/P a priori doit étre prudent.
Notons également que la méthode Bornhuetter-Ferguson stochastique donne un
résultat intermédiaire. De plus, nous remarquons que la combinaison de ces deux
méthodes via le Bootstrap nous apporte un résultat de 'ordre de grandeur de
celui de la méthode de Borhuetter-Ferguson déterministe, ceci s’expliquant par
I'importance des provisions pour les années de survenances les plus récentes.

En ce qui concerne 'erreur de prédiction, les résultats que nous avons obte-
nus, qui sont perfectibles pour certaines méthodes (prise en compte de l'erreur
relative au choix du ratio S/P, de 'année de changement), sont meilleurs dans le
cadre de I'utilisation de la méthode du Bootstrap. En effet, le Bootstrap variante
Chain-Ladder et la méthode de Mack, reposant toutes deux sur Chain-Ladder,
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apportent des erreurs de prédiction variant du simple au double (166 026 pour
le Bootstrap contre 322 527 pour Mack). Quant & la méthode de Bornhuetter-
Fergusson stochastique, nous obtenons un résultat encore plus élevé (de 425
483).

Les MSEP n’étant pas additives, nous n’avons pas pu combiner les mé-
thodes de Mack et de Bornhuetter-Ferguson stochastique. Ainsi, nous n’avons
également pas pu comparer cette approche au résultat obtenu a partir la combi-
naison des deux méthode via le Bootstrap qui est relativement faible (89 750).
Ceci reste un axe de recherche suite a ce bureau d’étude.
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Chapitre 10

Etude de 'influence des choix
respectifs du ratio S/P et de
I’année de changement dans

le cadre de la méthode du
Bootstrap CL/BF

Comme indiqué dans l'intitulé de ce chapitre, cette partie est exclusivement
dédiée a I’étude du résultat obtenu a partir de la méthode du Bootstrap combi-
nant Chain-Ladder et Bornhuetter-Ferguson.

Rappelons avant tout I’objet de notre étude dont le but final est de dé-
terminer une provision et l'erreur de prédiction qui lui est associée. Dans le
raisonnement que nous avons suivi jusque la, nous avons apporté une réponse
partielle au probléme. En effet, dans notre réflexion, nous avons avant tout ap-
pliquer l'erreur de prédiction a la méthode Chain-Ladder. Bien que les choix du
loss ratio S/P et de ’année de changement soient laissés a ’appréciation de ’ac-
tuaire, il semble étre légitime de se poser la question de leurs impacts respectifs
sur la valeur de la provision totale ainsi que sur son erreur de prédiction.

Dans le but d’étudier un éventuel impact du choix du loss ratios et de ’année
de changement, nous avons alors décidé, dans le cadre de notre bureau d’études,
de faire varier ces paramétres et d’en étudier leurs impacts. Dans notre cas, nous
avons observé des loss ratios variant de 65% a 85% et des années de changement
delad9.

Ci-dessous figurent les deux graphiques 3D oul sont respectivement repré-
sentées la valeur de la provision totale et ’erreur de prédiction en fonction de
lévolution du ratio S/P et de année de changement.

Remarque : Le détail des données simulées a été joint en fin de ce chapitre.
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FIGURE 10.1 — Etude de l'influence des choix respectifs du ratio S/P et de ’année
de changement sur la provision totale.

uoljolpaid ap Jnakd

FIGURE 10.2 — Etude de I'influence des choix respectifs du ratio S/P et de ’année
de changement sur ’erreur de prédiction.
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Observations :

— Etude du premier graphique : nous remarquons que les choix des deux
paramétres influent sur la provision totale. Il est également intéressant de
remarquer que le choix du ratio S/P joue un role prépondérant sur la valeur
de la provision finale. A contrario, en dehors des années de changement
8 et 9, la provision totale reste constante lorsque ce deuxiéme paramétre
varie (entre 1 et 7) pour un ratio S/P fixé;

— Etude du deuxiéme graphique : de méme que précédemment, nous consta-
tons que les choix de ces deux parameétres ont une influence non négligeable
sur la valeur de la provision totale. Nous observons également que le ratio
S/P semble étre légérement plus influent que ’année de changement bien
que ce deuxiéme paramétre reste tout aussi important.

Comme nous venons de l'observer, les choix respectifs du ratio S/P et de
I’année de changement ont un effet non-négligeable sur la provision et ’erreur
de prédiction associée. Ainsi, il est important de souligner que notre calcul de
Perreur de prédiction de la méthode du Bootstrap combinée ne prend pas en
considération l'erreur liée aux choix de ces deux paramétres.
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Cinquiéme partie

Conclusion
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En assurance IARD, I'un des objectifs de ’actuaire est d’effectuer des provi-
sionnements en vue des paiements des différents sinistres. Les actuaires ont dé-
veloppé de nombreuses techniques dites déterministes qui permettent d’obtenir
un montant des provisions qui couvrira les sinistres & payer, puis des méthodes
stochastiques dérivées des méthodes déterministes qui, en plus de fournir des
provisions, permettent de calculer I'incertitude autour de celles-ci. Néanmoins
chaque méthode stochastique existante permet uniquement de déterminer une
erreur de prédiction pour une méthode déterministe bien précise. Or, pour obte-
nir des résultats plus fiables les compagnies utilisent souvent une combinaison de
plusieurs méthodes de provisionnement. En effet, comme chaque méthode pos-
séde des avantages et des inconvénients, il parait naturel d’établir des combinai-
sons pour obtenir des provisions optimales. L’objectif de notre bureau d’études
était donc de déterminer 'erreur de prédiction pour la combinaison des mé-
thodes trés connues : Chain-Ladder et Bornhuetter-Ferguson.

Dans un souci d’exhaustivité, nous avons dans notre premiére partie étu-
dié les méthodes Chain-Ladder, Bornhuetter-Ferguson déterministes ainsi que
la méthode London-Chain qui est une extension de la méthode Chain-Ladder.
Puis nous avons étudié la méthode de Mack qui permet de calculer ’erreur de
prédiction de la méthode Chain-Ladder, la méthode Bornhuetter-Ferguson sto-
chastique qui permet de calculer ’erreur de prédiction relative a la méthode
Bornhuetter-Ferguson déterministe ainsi que la méthode de Bootstrap qui nous
a permis de trouver une réponse a notre probléme. Dans notre derniére partie,
nous détaillons et comparons tous les résultats obtenus précédemment. L’er-
reur de prédiction que nous avons trouvée n’est pas totalement satisfaisante car
bien qu’elle répercute entiérement l'erreur liée & la méthode Chain-Ladder elle
ne définit que partiellement ’erreur de prédiction de la méthode Bornhuetter-
Ferguson. En effet, Uerreur calculée n’explique pas Uerreur liée au choix du S/P
ni & 'année de changement de méthode.

En guise d’ouverture, on peut s’interroger sur une maniére d’incorporer l’er-
reur liée au jugement d’expert (choix du S/P et de ’année de changement). Des
études annexes et surtout des échanges avec les autres services de la compa-
gnie (commerciaux, économistes, management, etc.) permettront aux actuaires
d’appréhender au mieux ces paramétres exogénes sans pour autant en estimer
Perreur. Aussi, il serait intéressant d’élaborer une démarche qui répondrait au
probléme en combinant les méthodes de Mack et Bornhuetter-Ferguson stochas-
tique.
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Sixiéme partie

Annexes
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Annexe A

Données utilisées

En ce qui concerne les données que nous utiliserons par la suite, nous avons
choisi d’appliquer les différentes méthodes sur des données de marché d’un as-
sureur automobile.
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Annexe B

Codes R

Les programmes suivants sont directement applicables & partir des données
programmeées ci-dessous.

B S 2
### Triangle supérieur des paiements cumulés ###
B i S S

a1988=c(1376384,2587552,3123435,3437225,3605367,3685339,3724574,3739604,3750469,3754555)
a1989=c(1576278,3013428,3665873,4008567,4197366,4274322,4309364,4326453,4338960,NA)
a1990=c(1763277,3303508,3982467 ,4346666,4523774,4601943,4649334,4674622,NA,NA)
al1991=c(1779698,3278229,3939630,4261064,4423642,4508223,4561672,NA,NA,NA)
al1992=c(1843224,3416828,4029923,4329396,4506238,4612534 ,NA,NA ,NA,NA)
a1993=c(1962385,3482683,4064615,4412049,4650424,NA,NA,NA,NA,NA)
a1994=c(2033371,3463912,4097412,4529669 ,NA,NA,NA,NA,NA,NA)
a1995=c(2072061,3530602,4257700,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA)
al996=c(2210754,3728255,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA)

al1997=c (2206886 ,NA,NA,NA,NA,NA ,NA ,NA,NA,NA)

primes=c(4711333,5335525,5947504,6354197,6738172,7079444,7254832,7739379,8154065,8435918)

triangle=rbind(a1988,a1989,a1990,a1991,a1992,a1993,a1994,a1995,a1996,a1997)
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B.1 Méthodes déterministes
B.1.1 Meéthode Chain-Ladder

CL=function(triangle){

HEHHHHHHHHE
### CALCUL DU D-TRIANGLE ###
HHH R R

n=dim(triangle) [1]
Dtriangle=matrix(rep(0,n*n) ,nrow=n)
Dtriangle[,1]=1

for(j in 1:(n-1)){
for(i in 1:(n-j)){
Dtriangle[i, j+1]=triangle[i,j+1]/triangle[i, j]
}

g
### CALCUL FACTEURS DE DEVELOPPEMENT ###
B

lambda=rep(1,n)

for(k in 2:n){
lambda[k]=sum(triangle[1: (n+1-k) ,k])/sum(triangle[1: (n+1-k),k-1])
}

B s s
### CALCUL TRIANGLE INFERIEUR ###
HUHHH AR R

M_cumulé=triangle
for(j in 1:(n-1)){
for(i in (n+1-j):n){

M_cumulél[i, j+1]=M_cumulé[i, j]*lambdal[j+1]
}
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frbssatudididndededabiSupigiddadiSebi S biSid g se s 50
### CALCUL PROVISIONS CL ###
HHHHHHH SRR RS S RHH TS
prov_CL=0

for(i in 2:n){

prov_CL[i]=M_cumulé[i,n]-M_cumulé[i, (n+1-i)]

}

return(list(Dtriangle=Dtriangle,lambda=lambda,M_cumulé=M_cumulé,prov_CL=sum(prov_CL)))
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B.1.2 Méthode London-Chain

#NECESSITE L°’IMPLEMENTATION DU PROGRAMME CL
LC=function(triangle){
n=dim(triangle) [1]

lambda=0
beta=0

for(j in 0:(n-2)){
Cj_barO=mean(triangle[1:(n-j-1),j+1])
Cj_bari=mean(triangle[1:(n-j-1),j+2])

num=mean (triangle[1: (n-j-1),j+1]*triangle[1:(n-j-1),j+2])-Cj_bar0*Cj_barl
denom=mean(triangle[1:(n-j-1),j+1]1°2)-Cj_bar0~2

lambda[j+1]=num/denom
beta[j+1]1=Cj_barl-lambda[j+1]*Cj_bar0
}

lambda[n-1]=Cj_bar1/Cj_bar0
beta[n-1]=0

M_cumulé=triangle
for(j in 1:(n-1)){
for(i in (n+1-j):n){

M_cumulé[i,j+1]1=M_cumulé[i,jl*lambdal[j]+betalj]
}

prov_LC=0
for(i in 2:n){

prov_LC[i]=M_cumulé[i,n]-M_cumulé[i, (n+1-i)]

}

return(list(lambda_LC=lambda,beta_LC=beta,M_cumulé=M_cumulé,prov_LC=sum(prov_LC)))
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B.1.3 Meéthode de Bornhuetter-Ferguson

#NECESSITE L’IMPLEMENTATION DU PROGRAMME CL
BF=function(triangle,primes,ratio){

n=dim(triangle) [1]
M=CL(triangle) [[3]]

HHHH
### CALCUL de la charge actuelle ###
HEHERHERHEBHHEHEEEEEEHEREEREREER

charge_actuelle=rep(1,n)
for (i in 1:n){
charge_actuelle[i]=triangle[i, (n-i+1)]

3

S S s
### CALCUL de 1’ultime & priori ###
S s

ultime_priori=primes*ratio

g S s s S
### CALCUL part de la charge ###
HEHEEHEEHEBHHEHEEEEEEHERER

part=rep(1,n)

for (i in 1:n){
part[il=charge_actuelle[i]/M[i,n]

}

A
### CALCUL de la provision de BF ###
HHHHHE R

prov_BF=rep(1,n)

for (i in 1:n){
prov_BF[i]l=(1-part[i])*ultime_priori[i]

}
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prov=sum(prov_BF)

L s s s s s S s
### CALCUL de 1’ultime de BF ###
L s s

ultime=rep(1l,n)
ultime=prov_BF+charge_actuelle

return(list (provision=prov,part=part,ultime_priori=ultime_priori,ultime=ultime,
vecteur_prov=prov_BF))
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B.1.4 Analyse graphique des loss ratios S/P

s s
####### Fonction Ratio #####H#H#H#H#H
HHHHHHHHHHHE R R

Ratio=function(triangle,primes){

n=dim(triangle) [1]
ratio_ultime_CL=matrix(1,10,10)

for (j in 1:10){
for (i in 1:10){
ratio_ultime_CL[i,j]=(CL(triangle) [[3]][i,j])/primes[i]*100

}
}
seg=seq(n)
return(matplot (seq,aperm(ratio_ultime_CL),type = "b",
xlab = "année de développement", ylab = "loss ratio",
main = "évolution du loss ratio"))
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B.2 Meéthodes Stochastiques
B.2.1 Meéthode du Bootstrap/Chain-Ladder

Bootstrap_CL=function(triangle){

N=10"4
n=nrow(triangle)

M_cumulé=triangle # Triangle des paiements cumulés initial

HEHBHHHHHHE R
### CALCUL DU D-TRIANGLE ###
HH# R R

Dtriangle=matrix(0,n,n)
Dtriangle[,1]=1

for(j in 1:(n-1)){
for(i in 1:(n-j)){
Dtriangle[i,j+1]=M_cumulé[i, j+1]/M_cumulé[i, j]
}

s s s
### CALCUL LINK RATIOS : lambda ###
HEHHH AR R

lambda=0

for(k in 1:(n-1)){
lambda[k]=sum(triangle[1: (n-k),k+1])/sum(triangle[1: (n-k),k])
}

HEHHHHHHHHE R
### CALCUL SIGMA~2 ###
HUHHHHHHHH

S2=0

for(j in 1:(n-2)){
S2[j1=(1/(n-j-1))*sum(triangle[1: (n-j),jl*((triangle[1: (n-j),j+1]
/trianglel[1:(n-3j),jl)-lambdaljl)~2)
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}
S2[n-1]=min((S2[n-2]"2)/(S82[n-3]),82[n-2],82[n-3])

B i S
### CALCUL TRIANGLE DES RESIDUS : res ###
HHH RS R R R

res=matrix(0,n,n)
for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){
res[i,jl=sqrt(M_cumulé[i, j-1]1/S2[j-1])*(Dtriangle[i, j]l-lambdal[j-1])
}

HERHHEHHHBRSHH
### BOUCLE ###
HEHHHEHH R

A=matrix(0,n,N)

for(k in 1:N){
HHHHH RS S R S H
### CALCUL TRIANGLE DES RESIDUS "REAJUSTES/REPLACES" : res_adj ###

HAHHHBHHH B HH R R R R R

V=as.vector(res)
V=V[V!=0] # Suppression des résidus valant O (par construction)

res_adj=matrix(0,n,n)
for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){

res_adjl[i, jl=sample(V,1)
}

B s s S s
### CALCUL Dtriangle simulé : Dtriangle_sim : ###
R

Dtriangle_sim=Dtriangle
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for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){
Dtriangle_sim[i, jl=res_adj[i, jl*sqrt(S2[j-1]/M_cumulé[i,j-1])+lambdal[j-1]
}

B
### CALCUL LAMBDA SIMULES : lambda_sim ###
HERBHHHHHH R R R R R R

lambda_sim=1
for(j in 2:n){
lambda_sim[j]=sum(M_cumulé[1: (n-j+1),j-1]*Dtriangle_sim[1: (n-j+1),j]1)

/sum(M_cumulé[1: (n-j+1),j-11)
}

lambda_sim=lambda_sim[-1]

HASHHBHHHHHFHH AR B R R R R R R R R R R
### CALCUL TRIANGLE DES PAIEMENTS CUMULES (C-L "inversé") : N_cumulé ###
HEHHH I

M_cumulé_sim=M_cumulé
for(j in 2:n){
M_cumulé_sim[, jl=lambda_sim[j-1]*M_cumulé_sim[, j-1]
}
H#itH#
T_cumulé_sim=M_cumulé_sim
for(j in 1:(n-1)){
for(i in (n+1-j):n){

T_cumulé_sim[i,j+1]=rnorm(1,lambda_sim[j]*M_cumulé_sim[i,j]l,sqrt(S2[j]
*M_cumulé_sim[i,j]))

HHHHH B R
### CALCUL PROVISIONS : prov ###
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HHHHHH SR R T
temp=0
for(i in 2:n){
temp[i]=T_cumulé_sim[i,n]-T_cumulé_sim[i, (n+1-i)]
}
A[,k]=temp
}

prov=apply(A,2,sum)

return(list (prov_tot=mean(prov) ,prediction_error=sd(prov)))

75



B.2.2 Meéthode du Bootstrap - Combinaison Chain-Ladder /Bornhuetter-
Ferguson

#NECESSITE L’IMPLEMENTATION DU PROGRAMME CL et BF
Bootstrap_CLBF=function(triangle,année_changement,primes,ratio)q{

N=10"4
n=nrow(triangle)

M_cumulé=triangle # Triangle des paiements cumulés initial

HEFHHEHH
### CALCUL DU D-TRIANGLE ###
HEHHHHHHHHE

Dtriangle=matrix(0,n,n)
Dtrianglel[,1]=1

for(j in 1:(n-1)){
for(i in 1:(m-j)){
Dtrianglel[i, j+1]1=M_cumulé[i, j+1]/M_cumulé[i, j]
}

HERHH AR
### CALCUL LINK RATIOS : lambda ###
HEFHH B R R

lambda=0

for(k in 1:(n-1)){
lambda[k]=sum(triangle[1: (n-k) ,k+1])/sum(triangle[1: (n-k),k])
}

HEHHHEHHHHHSHH AR HBRSH
### CALCUL SIGMA~2 ###
HEHHH B

52=0

for(j in 1:(n-2)){
S2[j1=(1/(n-j-1))*sum(triangle[1: (n-j),jl*((triangle[1: (n-3j),j+1]
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/triangle([1:(n-j),jl)-lambdaljl)~2)
}
S2[n-1]=min((S2[n-2]"2)/(82[n-3]),82[n-2],82[n-3])

HEHHHHHHHH R R R R
### CALCUL TRIANGLE DES RESIDUS : res ###
HEHHH B R R

res=matrix(0,n,n)
for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){
res[i,jl=sqrt(M_cumulé[i, j-11/S2[j-1]1)*(Dtriangle([i,j]l-lambdal[j-11)
}

HEHHHBHHH RS
### BOUCLE ###
HESHH AR

A=matrix(0,n,N)

for(k in 1:N){

HERHHHHHHE R R R R R
### CALCUL TRIANGLE DES RESIDUS "REAJUSTES/REPLACES" : res_adj #i##
HHH R R R R R

V=as.vector(res)
V=V[V!=0] # Suppression des résidus valant O (par construction)

res_adj=matrix(0,n,n)

for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){
res_adjli, jl=sample(V,1)
}

B S S S s s S S
### CALCUL Dtriangle simulé : Dtriangle_sim : ###
A
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Dtriangle_sim=Dtriangle

for(j in 2:n){
for(i in 1:(n-j+1)){
Dtriangle_sim[i, jl=res_adj[i,jl*sqrt(S2[j-1]/M_cumulé[i,j-1])+lambdalj-1]
}

HEHHHHHHHEE R R
### CALCUL LAMBDA SIMULES : lambda_sim ###
HHH R R

lambda_sim=1
for(j in 2:n){
lambda_sim[j]=sum(M_cumulé[1: (n-j+1),j-1]*Dtriangle_sim[1: (n-j+1),j]1)

/sum(M_cumulé[1: (n-j+1),j-11)
}

lambda_sim=lambda_sim[-1]
B e e T S s e T e 2
### CALCUL TRIANGLE DES PAIEMENTS CUMULES (C-L "inversé") : N_cumulé #i#
B e e e e e
M_cumulé_sim=M_cumulé
for(j in 2:n){

M_cumulé_sim[, jl=lambda_sim[j-1]*M_cumulé_sim[, j-1]
¥
#Hi#
T_cumulé_sim=M_cumulé_sim
for(j in 1:(n-1)){

for(i in (n+1-j):n){

T_cumulé_sim[i,j+1]=rnorm(1,lambda_sim[j]*M_cumulé_sim[i,j],sqrt(S2[j]
*M_cumulé_sim[i,j]))

HEHHHE R R

8



### CALCUL PROVISIONS CHAIN LADDER : ###
HHHHH B

temp=rep(0,n)
for(i in 2:année_changement){
temp [1]=T_cumulé_sim[i,n]-T_cumulé_sim[i, (n+1-1)]

}

A[,k]=temp

HHHHH B R R

### CALCUL PROVISIONS BORNHUETTER-FERGUSON : ###

HEFHH A R

prov_BF=BF (T_cumulé_sim,primes,ratio) [[5]]

A[(année_changement+1) :n,k]=prov_BF[(année_changement+1) :n]
}

prov=apply(A,2,sum)

return(list (prov_tot=mean(prov) ,prediction_error=sd(prov)))
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B.2.3 Meéthode Bornhuetter-Ferguson Stochastique

#NECESSITE L’IMPLEMENTATION DU PROGRAMME BF
BF_Sto=function(triangle,primes,ratio){

n=dim(triangle) [1]
annee_dev=c(1:10)
U=BF (triangle,primes,ratio) [[4]]

I
#### Calcul de y #4##
B

triangle_decumule=triangle

for(j in 1:(n-1)){
triangle_decumulel[, j+1]=triangle[, j+1]-trianglel,j]
}

y=rep(1,n)
for (i in 1:n){

y[il=sum(triangle_decumule[,i] ,na.rm=TRUE)/sum(U[1: (n+1-i)])
}

fit=1m(log(y) “annee_dev)

#summary (fit)

#plot (annee_dev,log(y) ,x1lim=c(0,12),ylim=c((-10),0))
#abline(fit,col=’red’)

#Calcul de y10+
y=c(y, (exp(fit$coefficients[2]*11+fit$coefficients[1])))

#normalisation
y=y/sum(y)

HHHHBHERHERHEREEE
### Calcul des sj**2 ###
HEHHEHEE R

s=rep(1, (n-1))

for (k in 1:(n-1)){
s[k]=1/(n-k)*sum(((triangle_decumule[1: (n+1-k),k]-U[1: (n+1-k)]*y[k])~2)/U[1: (n+1-k):
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}

y_abs=abs (y)

fit2=1m(sqrt(s) ~y_abs[-c(10,11)])

#summary (£it2)

#plot(y_abs[-c(10,11)],sqrt(s) ,xlab="y_adjust")
#abline (fit2,col=’red’)

#Calcul de s10 et s10+
s=c(s, ((fit2%coefficients[2] *y[n]+fit2$coefficients[1])) "2,
((fit2$coefficients[2] *y[n+1]+fit2$coefficients[1]))~2)

#lissage

s_adj=1

s_adj=(fit28coefficients[2] *y+fit2$coefficients[1]) "2
s=s_ad]j

HH
### Calcul de la provision BF ###
S S S

R=1

for (i in 1:10){
Rli]=sum(y[(n+2-1) : (n+1)])*U[i]

}

frdssasididdndedabatibibididdndedabibibiididndededibibi g de SedibiSibig g dadi Fakisiinid
### Calcul de 1l’erreur de Processus de R[i] ###
HHHHHHSH SR HHH SRS S TS T 7T

err_proc=rep(1,n)
for (i in 1:n){

err_proc[il=sum(s[(n+2-1i): (n+1)])*U[i]
}

A
### Calcul de 1’erreur de y ###
HEHEEHEEHEEHERHEREEREHERERER

mse_y=rep(l,n)

for(i in 1:n){
mse_y[il=s[i]l/sum(U[1: (n+1-1i)1)

}
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#estimation de mse_y[11] dans la pratique
mse_y=c(mse_y,mse_y[n])

HEH
### calcul de 1’erreur de z ###
A

mse_z=rep(0, (n+1))
for (i in 1:n){
mse_z[i]=min(sum(mse_y[1:i]) ,sum(mse_y[(i+1):(n+1)]1))

3

HEH A S
### Calcul de 1’erreur dans le cas d’un coefficient de corrélation décroissant ###
T

H
### Calcul de 1l’erreur de U ###
S

g=sum(U) /sum(primes)

mse_U=1

for(i in 1:n){
mse_U[i]l=primes[i]/(n-sqrt(2*n))*sum(primes[1:n]*(U[1:n]/primes[1:n]-q)**2)

}

HEH A S
### Calcul de l’erreur d’estimation ###
i

err_est=rep(1,n)

z=y

for (i in 1:(m)){
z[i+1]=z[1i]+y[i+1]

}

for (i in 1:n){

err_est[i]=(U[i]**2+mse_U[i])*mse_z[n+1-i]l+mse_U[i]*((1-z[n+1-1])**2)

3
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S
### Calcul du MSEP de R[i] ###
S

msep_decroissant=1
msep_decroissant=err_proc+err_est

B S 2
### Calcul de la covariance Ri Rj ###
A

coeff_z=matrix(NA,n,n)
for (j in 2:n){
for (i in 1:(j-1)){
coeff_z[i,jl=sqrt(z[n+1-jl1*(1-z[n+1-i])/z[n+1-i1/(1-z[n+1-3]1))
}
}

coeff_U_decroissant=matrix(1,n,n)
for (i in 1:n){
for (j in 1:n){
coeff_U_decroissant[i,jl=1/(1+abs(i-j))
}
}

Covariance=matrix(NA,n,n)
for (j in 1:n){
for (i in 1:(j-1)){
Covariance[i, jl=coeff_U_decroissant[i, jl*sqrt(mse_U[i])
xsqrt(mse_U[j1)*(1-z[n+1-i])*(1-z[n+1-3])
+coeff_z[i,jl*sqrt(mse_z[n+1-i])*sqrt(mse_z[n+1-j]1)*U[i]1*U[]]

HHBHHHHHHHE
### Calcul du MSEP de R ###
HEFHH B R R

MSEP_decroissant=sum(err_proc)+sum(err_est)+2*sum(Covariance,na.rm=TRUE)

A
### Calcul de 1l’erreur dans le cas d’un coefficient de corrélation constant ###
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HESHHBHHHHHFHHBHHH B H B H R R R R R R R R R R

i A
### Calcul de 1l’erreur de U ###
HEH A

mse_U=1

for(i in 1:n){
mse_U[i]=primes[i]/(n-sqrt(n))*sum(primes[1:n]*(U[1:n]/primes[1:n]-q)**2)

}

i A
### Calcul de 1l’erreur d’estimation ###
HEH A

err_est=rep(1,n)

z=y
for (i in 1:(n)){

z[i+1]=z[i]+y[i+1]
}

for (i in 1:n){
err_est[i]=(U[i]**2+mse_U[i])*mse_z[n+1-i]+mse_U[i]l*((1-z[n+1-1])**2)

}

HHHHHHH S HH S H S HHH SR H TS
### Calcul du MSEP de R[i] ###
HHHHHHSHHE ARG H SRS RS HSH

msep_constant=1
msep_constant=err_proc+err_est

B S 2
### Calcul de la covariance Ri Rj ###
A

coeff_z=matrix(NA,n,n)
for (j in 2:n){
for (i in 1:(j-1)){
coeff_z[i,jl=sqrt(z[n+1-jl*(1-z[n+1-i])/z[n+1-i1/(1-z[n+1-31))
}
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}

coeff_U_constant=1/sqrt(n)

Covariance=matrix(NA,n,n)
for (j in 1:n){
for (i in 1:(j-1)){
Covariance[i, jl=coeff_U_constant*sqrt(mse_U[i])*sqrt(mse_U[j])
*(1-z[n+1-i])*(1-z[n+1-j])+coeff_z[i,jl*sqrt(mse_z[n+1-i])
*sqrt (mse_z [n+1-3j1)*U[i]1*U[j]

HHHHHHHHHHH
### Calcul du MSEP de R ###
HHH RS

MSEP_constant=sum(err_proc)+sum(err_est)+2*sum(Covariance,na.rm=TRUE)

return(list (R,sum(R) ,sqrt (MSEP_decroissant) ,sqrt(msep_decroissant),
sqrt (MSEP_constant) ,sqrt (msep_constant)))
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